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“Humans cannot gain anything without first giving
something in return. To obtain, something of equal value must be lost.”

—Equivalent Exchange Principle






Prefacio

La energia se ha convertido en una necesidad basica de las sociedades modernas en
todas las dimensiones imaginables. Es dificil concebir a la industria, al transporte o a
las comunicaciones sin su uso. Cada una de éstas depende de algin tipo de energia para
poder funcionar, ya sea por combustién de algin hidrocarburo, por fusién nuclear o sim-
plemente por la accién de dispositivos que transforman energia mecanica en eléctrica.

Actualmente, combustibles fésiles como el carbén, el petréleo y el gas natural son las
fuentes principales de energia y su sobreexplotacion les acerca draméaticamente al agota-
miento. Como consecuencia, la mayoria de las principales reservas mundiales han entrado
en declive y so6lo las de oriente medio mantienen un crecimiento sostenido. Se vaticina
incluso que esos yacimientos entren en crisis hacia el 2010 (World Energy Outlook 2006).

Los planificadores més optimistas sugieren que las reservas se agotaran en unos 40 o
50 anos (World Energy Outlook 2006). Ademds, otras proyecciones muestran un incre-
mento sustancial en su consumo por regiones, dejando a los paises en vias en desarrollo
como los que mas energia necesitardn, aun si su ritmo de consumo es lento, Barnet et
al. [3]. Esto provocaria que toda la produccién mundial disminuya irremediablemente
conduciendo a la mayor crisis energética que haya sufrido el mundo industrializado —
del consumo mundial de energfa, cerca del 80.5% es de hidrocarburos —, a menos que
antes se encuentre un sustituto adecuado a estas fuentes de energia.

Ante este panorama, las fuentes renovables de energia surgen como una respuesta
alternativa. Durante las tres ultimas décadas se han producido enormes avances, no so-
lamente en lo tecnoldgico sino también en generar las condiciones adecuadas para su
diseminacién. Es en los paises desarrollados especialmente donde se estdn haciendo gran-
des esfuerzos para introducirlas con el fin de reducir su precio y hacerlas competitivas
via incentivos. De este modo, las fuentes energéticas renovables de mayor crecimiento y
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auge durante la dltima década han sido, precisamente, la energia solar y la edlica, con
un crecimiento superior a 20 % al ano.

En afnos recientes se ha tenido mayor interés en el estudio y la promocién de las lla-
madas celdas de combustible. Su atractivo es la manera eficiente de aprovechar la energia
sin gran emisién de contaminantes al medio ambiente, pues los deshechos pueden llegar a
ser simplemente agua. Ademas pueden ser compactas, ligeras y no poseer piezas moviles
importantes, por lo que son muy utiles en vehiculos eléctricos, sistemas de apoyo a la red
eléctrica o sistemas auxiliares de energia.

Otro punto importante a destacar relacionado con las celdas de combustible es que el
hidrégeno, fuente de energia para su uso, se encuentra en forma abundante en el planeta
aunque no en forma aislada. Se puede extraer de la naturaleza y si se cuenta con la
tecnologia adecuada para su separacién de los productos primarios, puede convertirse
en una fuente inagotable de energia. Estas caracteristicas han convertido a las celdas
de combustible en una alternativa que mas trascendencia esta adquiriendo en los paises
desarrollados. La investigacion que se ha realizado en torno a ellas ha derivado en inge-
niosas innovaciones que, por decirlo de algin modo, han logrado reducir costos dando
lugar a una diseminacién de la tecnologia para su aplicacion en distintas industrias, prin-
cipalmente en la de transporte.

A pesar de las grandes innovaciones a la tecnologia de celdas de combustible, la difi-
cultad y el costo de su produccion recae precisamente en la obtencién de hidrégeno. En
la actualidad se conocen dos formas de produccién de hidrégeno: por reformacion, en la
cual éste es obtenido de los hidrocarburos separando el carbono de hidrégeno (uno de los
mas utilizados es el gas natural); y la otra forma es por electrélisis de agua. Esta tltima
opcién es mas costosa que la primera.

En perspectiva, el futuro de las celdas de combustible dependera de los costos com-
parativos con otras fuentes de energfa. Se da por hecho que cuando el petrdleo esté en
una etapa de franco agotamiento, el hidrogeno sera la alternativa mas econémica para
el transporte y para otros usos y con ello, el despegue de nuevas tecnologias para su
generacién y aprovechamiento energético.
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Carfruro 1

Descripcion de la tecnologia

1.1. Introduccion

El modelo energético mundial estd tomando un nuevo rumbo debido fundamental-
mente a la crisis existente en el mercado del petréleo. Los combustibles fésiles suponen
una fuente no renovable de recursos, ademds de generar un alto grado de contaminacién
atmosférica.

Dentro de este 1ltimo punto, el hidréogeno se presenta como un candidato ideal para
su sustitucién. En consecuencia, ha surgido un importante interés por la promocién de
las llamadas celdas de combustible. Estas se han convertido en objeto de mucha investi-
gacién y desarrollo a lo largo de todo el mundo, con motivo de tener al hidrégeno como
fuente de energia limpia, sustentable y econémicamente viable.

El presente capitulo ofrece una visién general de las celdas de combustible y propor-
ciona al mismo tiempo conceptos fundamentales que explican el principio de su funcio-
namiento.

1.2. Celdas de Combustible

Una celda (o célula) de combustible es un dispositivo electroquimico de conversién
directa de energia eléctrica a partir de reactivos quimicos, R. O’Hayre et al. [27]. Su
estructura fisica bésica, o unidad de la celda de combustible, consiste en dos electrodos
(un dnodo y un catodo), en contacto con un electrolito.

En una tipica celda de combustible, su combustible se alimenta continuamente del ano-
do (electrodo negativo); mientras se suministra un oxidante (a menudo oxigeno del aire)
al catodo (electrodo positivo). En consecuencia, las reacciones electroquimicas ocurriran
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en ambos electrodos para producir una corriente eléctrica a través del electrolito usado.
Su representacién esquematica, tomando como combustible al hidrégeno, se muestra en
la figura 1.1.
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Fig. 1.1. Esquema de una celda de combustible tipica con electrolito dcido

Aunque las celdas de combustible son similares a las baterias tipicas, difieren en varios
aspectos fundamentales. Principalmente, una bateria es un dispositivo de almacenamien-
to de energia en el cual todos los elementos disponibles para la generacion de la misma
estdn contenidos dentro de ella. Esta dejara de producir energia eléctrica cuando se con-
sumen los reactivos quimicos (es decir, se haya descargado). No ocurre lo mismo en una
celda de combustible, ya que su tiempo de operacién, en teoria, es virtualmente ilimitado,
toda vez que se continie suministrando combustible y oxidante.

Otra caracteristica que destaca en las celdas de combustible es su funcionamiento
isotermo (dada una temperatura, ésta se mantiene constante en el sistema), J. Larminie
et al. [22]. La misma temperatura debe mantenerse en toda la celda con el fin de evitar la
destruccién de la celda a través de la carga térmica. Esto es particularmente desafiante en
reacciones muy exotérmicas: una gran cantidad de calor se genera dentro de la celda de
combustible y por consiguiente, un problema habitualmente abordado cuando se elabora
algin diseno.

1.3. Modulos de las celdas de combustible

Para la mayoria de las implementaciones practicas de una unidad de celda de com-
bustible, ésta se debe combinar en una manera modular, en un apilado (o stacking), para
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alcanzar el nivel para el uso de voltaje requerido de salida, asi como de energia. Gene-
ralmente, el médulo implica el conectar eléctricamente varias unidades en serie. Se han
desarrollado diversos arreglos que amplian dichos requerimientos de voltaje y de energia,
de los més usados se encuentra el médulo bipolar plano. A continuacién se describen sus
caracteristicas principales

1.3.1. Moddulo bipolar plano

El disenio méas comun de moédulo para una celda de combustible es el llamado arreglo
bipolar plano, figura 1.2. Debido a la configuracién plana, su interconexién se convierte
en una placa separadora con dos funciones:

1) proporcionar una conexidn eléctrica en serie entre unidades adyacentes y,
2) proporcionar una barrera que separe el combustible del oxidante de las unidades
adyacentes.

Placa separadora

Substrato Compuesto del Anodo:
depdsito poroso

capa del catalizador

media matriz del electrolito

Substrato compuesto
del catodo

1
Placa separadora

Fig. 1.2. Vista expandida de una unidad de celda en un médulo de celda de combustible.

En muchos de los disenos bipolares planos, la interconexién también incluye cana-
les que distribuyen el flujo del gas a través de las unidades, W. Vielstich et al. [33].
Este disenio es eléctricamente simple y conlleva pequenas trayectorias para la corriente
electrénica (la cual ayuda a minimizar la resistencia de la celda).
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1.4. Clasificacion de las celdas de combustible

Las celdas de combustible pueden ser clasificadas en una gran variedad de maneras
distintas, dependiendo del criterio usado, son las caracteristicas tipicas relacionadas a
su operacién o construccién, F. Barbir [2], X. Li [23]. Por tanto, los sistemas de celdas
de combustible involucran un vasto nimero de variables, tales como: tipo de electrolito
usado, tipo de ion transferido a través del electrolito, tipo de reactivos (e.g. combustibles
primarios y oxidantes), temperaturas de operacién y presién, uso directo o indirecto del
combustible primario, y sistemas primarios o regenerativos.

Atendiendo a este hecho, es comun elegir un electrolito para definir las propiedades
de la celda de combustible, incluido su principio de operacién, disefio y construccion,
asi como los materiales a utilizar para la celda. Por ello, se acostumbra una clasificacién
acusando a la naturaleza del electrolito usado.

1.4.1. Clasificacion por el electrolito usado

Por esta convencién, uno puede agrupar las celdas en cinco tipos distintos, éstos son:

1. Celda de combustible con écido fosférico (PAFC, Phosphoric-Acid Fuel Cell)

2. Celda de combustible con una membrana de intercambio de protones (PEMFC, Pro-
ton Exchange Membrane Fuel Cell)

3. Celda de combustible alcalina (AFC, Alkaline Fuel Cell)

Celda de combustible de carbonato fundido (MCFC, Molten Carbonate Fuel Cell)

5. Celda de combustible de éxido sélido (SOFC, Solid Oxide Fuel Cell)

e~

A pesar que todas estas celdas estdn basadas en el mismo principio electroquimico,
todas operan a diferentes regimenes de temperatura, incorporan distintos materiales o
difieren en su rendimiento. En la Tabla 1.1, se retinen todas sus caracteristicas distintivas.

En conjunto con la clasificacién por electrolito, algunas celdas de combustible son
clasificadas por el tipo de combustible que usan:

» Celdas de conversién directa de alcohol (DAFC, Direct Alcohol Fuel Cells). DAFC
(0, mas comun, conversién directa de metanol, DMFC) funcionan con metanol puro
mezclado con vapor de agua y se suministra directamente al dnodo de la celda.

» Celdas de conversién directa de carbén (DCFC, Direct Carbon Fuel Cells ). En las
DCFC, el carbén sélido (probablemente un combustible derivado del carbén o bioma-
sa) se utiliza directamente en el dnodo, sin un paso intermedio de gasificacién.
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Tabla 1.1. Descripcion de los distintos tipos de celdas de combustible

PEMFC PAFC AFC MCFC SOFC
Electrolito Membrana de Hs;PO, KOH Carbonato| Cerdmico
polimero |(inmobilizado)|(inmobilizado)| fundido
Portador HT HT OH CO3; o>
de carga
Temperatura 80 °C 200 °C 60 — 220 °C | 650 °C |600-1000 °C
de operacién
Catalizador Platino Platino Platino Niquel | Perovskitas
(cerdmico)
Componentes Base Base Base Base Base
de la celda de carbén de carbén de carbén de acero | cerdmica
Combustilbe H2, H- H- HQ, CH, Hg, CH4,
metanol CcoO
Potencia (mW/cm?) 350 200 100-200 100 240
Eficiencia eléctrica (%) 45-60 55 40-60 60-65 55-65
Tiempo de vida (horas) >40,000 >40,000 >10,000 >40,000 >40,000
Costo estimado (U.S.D/kW) >200 3000 >200 1000 1500

En la Tabla 1.1, se puede notar cémo al cambiar el portador de la carga, se cam-
bia dramaticamente la reaccién quimica de las celdas de combustible. Es decir, en una
PEMFC, las reacciones parciales son promovidas por el movimiento de los protones (H™)
y el agua se produce en el cadtodo; mientras que en una SOFC, es el movimiento de los
iones de oxigeno (0?") los que las promueven para obtener agua en el &nodo. Asf, si las
celdas de combustibles utilizan otro tipo de movimiento i6nico (e. g. OH CO%), éstas
expondran también diferentes reacciones quimicas, dando lugar a singulares ventajas y
desventajas.

1.5. Ventajas e inconvenientes

Los tipos de celdas de combustible tratados anteriormente poseen regimenes de opera-
cién perceptiblemente distintos. Como resultado, sus materiales de construccion, asi como
sus técnicas de fabricacién, dardn lugar a ventajas e inconvenientes individuales que de-
terminan su potencial para diversas utilidades. Sin embargo, su uso conlleva, por si sola,
ciertos beneficios:

» Beneficios medioambientales
a) Alta eficiencia en la utilizacién del combustible

b) Emisién cero de contaminantes
¢) Reduccién del peligro medioambiental inherente de las industrias extractivas.
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= Beneficios en su ingenieria

a) Admisiéon de diversos combustibles
b) Flexibilidad de emplazamiento

c¢) Capacidad de cogeneracién calorifica
d) Carécter modular

e) Simplicidad del dispositivo

Su mayor inconveniente es la produccion de algunos de sus componentes, que al no
efectuarse a gran escala, implica un costo elevado. En efecto, al tratarse de una tecnologia
en desarrollo y contar todavia con una baja demanda de unidades, su precio no puede,
hoy en dia, competir con el de las tecnologias convencionales. Es de esperar que, conforme
la demanda se incremente, los precios se vayan equiparando

1.6. Aplicaciones y perspectivas

Las aplicaciones de las celdas de combustible pueden abarcar una amplia variedad
de productos: desde dispositivos portatiles (teléfonos méviles, computadoras o pequenos
electrodomésticos), donde las celdas empleadas son de un tamano reducido, pasando por
aplicaciones moviles como vehiculos de todo tipo (coches, autobuses y barcos), hasta
generadores de calor y energia en aplicaciones estacionarias para empresas, hospitales,
zonas residenciales, por mencionar algunos.

En resumen, las celdas de combustible podrian reducir dramaticamente la contamina-
cién del aire, siempre y cuando se tenga una poblacién significativa de vehiculos con esta
tecnologia. Ademds se podria hablar de un aumento en la eficiencia con la que se utili-
zan los energéticos asi como de un nuevo mercado que seguramente demandard nuevos
empleos asi como especialistas en la materia.
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Modelado de una celda de combustible

2.1. Introduccion

La motivacion del andlisis e investigacién de las celdas de combustible es el desarrollo
de tecnologias lo suficientemente maduras para conseguir sistemas confiables de larga
duracién a un costo reducido. En consecuencia, su modelacién, asi como su simulacion
computacional proveen hechos fundamentales para conocer, determinar y evaluar el im-
pacto de variables (como: temperatura, presién o componentes) con el fin de predecir su
rendimiento, F. Standaert et al. [32].

En efecto, el modelado de las celdas de combustible, como una herramienta exitosa,
requiere de un modelo robusto y preciso, asi como proveer respuestas lo suficientemente
rapidas para su utilizacién, Sivertsen, B. R. et al. [30]. En términos de robustez, éste
debe predecir el desempeiio de la celda dentro de un rango amplio de condiciones de ope-
racion, ademds de predecirlo con suficiente precisién para calcular sus valores relativos
(o algunas de sus tendencias).

En ocasiones, la precisiéon del modelo puede ser mejorada con la consideracion correcta
de supuestos — cualquier modelo es tan bueno como las bases en las que se sustenta—.
No obstante, es importante entenderlos para comprender sus limitaciones para poder
interpretan verazmente sus resultados, Barbir, F. [2].

Por otro lado, la mejora de la robustez y de la precisién del modelo conlleva cierta
precaucion, debido principalmente a su posible decremento en eficiencia computacional.
Para sobrellevar dicho problema, lo recomendable es seleccionar uno que medie entre
robustez, precisién y complejidad computacional, Berning, T. et al. [5]
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2.2. Un modelo basico de celda de combustible

El planteamiento de un modelo que describa el funcionamiento de las celdas de com-
bustible resulta en un problema demasiado complejo. Por tal motivo, un primer intento
es caracterizar su rendimiento a partir del planteamiento de ciertas reglas de operacion,
D. Cheddie et al. [7]. En efecto, un primer paso 16gico para entender su operacién es
definir su funcionamiento ideal. Una vez que se determine, las pérdidas que se presentan
de comportamiento no-ideal se pueden calcular para describir la operacién real.

Asi, un modelo simple de las celdas de combustible puede ser desarrollado a partir
de su voltaje ideal (o potencial termodindmico) considerando a su vez, ciertas pérdi-
das en él. Como resultado, se obtendran modelos que solamente podran ser usados para
dar tendencias a la operacién bésica de las celdas de combustible. En efecto, conocer
las tendencias provee de elementos para predecir, con cierto grado de incertidumbre, el
desempeno de una celda de combustible.

Es importante mencionar que, los textos que presentan un anélisis detallado sobre la
complejidad de los fendmenos termodindmicos que tienen lugar en las celdas de combus-
tible, son numerosos. Por tal razén, en el presente trabajo sélo se mostrarda un enfoque
simple y conciso con el tnico fin de introducir los elementos necesarios para desarrollar
un modelo de celdas de combustible.

2.2.1. Planteamiento del modelo

Una celda de combustible convierte la energia almacenada dentro de su combustible
en una forma més util. Asi, la energia total intrinseca que puede aportar un combustible
(o de cualquier otra sustancia) es cuantificada por la propiedad de energia interna.

De la primera y segunda ley de la termodindmica, podemos establecer reglas (o po-
tenciales termodindmicos) para especificar como la energia de un sistema es transferida
de un estado a otro. Asi, la variacién de energfa interna U estara dada por:

AU =T AS — AW,
donde AS es la variacion de la entropia y AW la variacién del trabajo.
Considerando la variacién de trabajo AW como:
AW =p AV + AWeee,

tenemos
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AU =T AS — (p AV + AWM).

donde T' y p denotan la temperatura y la presion, respectivamente. A su vez, AV define
la variacién de volumen y AWy, la variacién de trabajo eléctrico, R. O’Hayre et al. [27].

Por lo tanto, definiendo la energia libre de Gibbs como:
GT,p)=U-TS+pV,

obtenemos,

AG =VAp— SAT — AWy, (2.1)

Suponiendo una temperatura y presion constantes AT = Ap = 0, la ecuacién (2.1)
se reduce a
AG = —AWyee.

A su vez, considerando que el trabajo eléctrico hecho al mover una carga ) con una
diferencia de potencial eléctrico F, se obtiene

AI/Velec =F Q
Por lo que, si la carga es transportada por electrones, es decir,
Q=nF,

donde n es el numero de moles de electrones transportados y F' denota la constante
de Faraday, se obtiene la expresiéon para el cambio de la energia libre de Gibbs G en
cantidades molares:

Ag=-nFE. (2.2)

Por otra parte, la energia libre de Gibbs de una reaccion
aA+ BB —~C+6D
estd dada por la diferencia en el potencial quimico p de las especies:
Ag=ypc+0oup —aps— LB up (2.3)

donde el potencial quimico se define como:

9a
wm () g
(9’!% T.p,n;

donde p; es el potencial quimico de las especies i en alguna fase (e. g. dnodo, cédtodo
o electrolito). La expresién (0g/0n;)rpn; expresa cuanto de la energfa libre de Gibbs
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del sistema cambia al incrementar infinitesimalmente la cantidad de especies; mientras
la temperatura, presién, y las cantidades de todas las demas especies involucradas en el
sistema se mantienen constantes, O’Hayre et al. [27].

A su vez, el potencial quimico de cualquier sustancia se expresa como
pi=pd +RT Ina; (2.4)

donde ,ug es el potencial quimico de las especies ¢ en las condiciones estandares de estado,
a; es la actividad de la especie 7 y R denota la constante universal de los gases ideales.
La actividad de una especie depende de su naturaleza quimica, O’Hayre et al. [27]. Asi,
al sustituir los potenciales quimicos estdndares en (2.3) obtenemos una expresién para
la energia libre estandar de la reaccién. Es decir,

Ago =g +06up —apl —Bup.
Sustituyendo el potencial quimico para cada especie (2.4) en (2.3) y reformulando con
cada uno de los reactantes y productos, obtenemos

Y 6

Anggo—i—RTlnagag. (2.5)
apap

Para un proceso isotérmico con presion en equilibrio, la energia libre de Gibbs es cero.

Por lo que,
)

ana
Ago=—-RTIn-S2%— _RT InK, (2.6)
[e%
Gy ap eq
donde eq indica el valor de los términos de actividad en equilibrio, y K es la constante
de equilibrio para la reaccion.

Una vez que se determine A gg, se puede calcular Ag para cualquier composicién de
una mezcla de reaccién. El valor de Ag indica si ocurrird una reaccién o no. Si Ag es
positivo, una reaccién no ocurrira para la composiciéon dada de reactivos y de productos.
Si Ag es negativo, una reaccién ocurrira.

Por lo tanto, al sustituir (2.2) en (2.5) obtenemos

0
p—p— P, 0%

(2.7)

la cual es la forma mas comun de la ecuacion de Nerst. Su forma més general estd dada
por



2.2 Un modelo basico de celda de combustible 11

(%
. RT In H CLproductos
nF  J]ay ’

reactantes

E=E°

(2.8)

donde EY es el potencial en condiciones estdndar (los potenciales se encuentran tabulados
para diferentes reacciones quimicas de reduccién).

2.2.2. Rendimiento de las celdas de combustible

El rendimiento de una celda de combustible depende de la cantidad de potencial
eléctrico que puede ser extraida de ella, O’'Hayre et al. [27]. Producir méas potencial, se
traduce en méas densidad de corriente y en un aumento en las pérdidas que se generan
en la celda. Por lo que, entre mas potencial eléctrico (o densidad corriente) sea extraido,
més baja serd su eficiencia.

Es importante tener en cuenta que el potencial de la celda de combustible predicho
por la ecuacién de Nernst corresponde a un estado de equilibrio (o circuito abierto). Su
potencial real, bajo condiciones de funcionamiento, es siempre menor. En consecuencia,
sus pérdidas irreversibles en el potencial ideal (o termodindmico) durante la operacién de
la celda se manifiestan como caidas de voltaje. Estas son frecuentemente denominadas
como sobrepotenciales o sobrevoltajes (overpotentials) y pueden resumirse en:

» Pérdidas por activacion: Las pérdidas de activacién son causadas por la lenta
cinética del electrodo. En la practica, las pérdidas de la activacién son el resultado
de los pasos electroquimicos superficiales complejos de una reaccién, cada uno de los
cuales tiene su propia velocidad de reaccion y energia de activaciéon. Generalmente, los
parametros de la velocidad de reaccion y los de la energia de activacion controlan la
caida de voltaje causado por las pérdidas de activaciéon en un electrodo particular bajo
condiciones especificas. Sin embargo, en el caso de reacciones electroquimicas con 74¢¢
entre 50 — 100mV, es posible aproximar la caida de voltaje debido a la polarizacién
de la activacion por una ecuacion semiempirica, llamada la ecuacién de Tafel:

T
In j, (2.9)

RT I o+
= — n
Tact anF Jo ankF

donde « representa el coeficiente de transferencia de electrones de la reaccion en el
electrodo que es tratado, y jo denota la densidad de corriente de intercambio, W.
Vielstich et al. [33]. En caso contrario, para 1, >> 15 mV (pérdidas por activacién
relativamente pequenias), se puede aproximar con:

RT

= 2.10
nF o) (2.10)

Nact =
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Esta expresién corresponde a una simplificacién de la ecuacién de Butler-Volmer usan-
do una expansién en series de Taylor, O'Hayre et al. [27].

s Pérdidas 6hmicas: Las pérdidas 6hmicas son causadas por resistencia idénica en el
electrolito y en los electrodos (o en la resistencia electrénica en los electrodos) en
los recolectores de corriente colectores y las resistencias del contacto. Las pérdidas
O6hmicas son proporcionales a la densidad corriente, dependen de la seleccién de los
materiales y geometria del médulo (o stack). Es decir,

Nohm = J (ASRopm) (2.11)
donde AS R, es la resistencia por drea normalizada y estd dada por:

AS Ropm = - (2.12)
g

donde L es la longitud del electrodo y o denota su conductividad eléctrica, O’Hayre
et al. [27].

= Pérdidas relacionadas al transporte de masa: Las pérdidas debidas al transpor-
te de masa se derivan del cambio en la concentracion de los reactivos en la superficie
de los electrodos mientras son consumidos por la reaccién electroquimica. Mientras
éstos son consumidos, a menudo disueltos por los productos producidos, se forma un
gradiente de concentracién que conduce el proceso total del transporte de masa. Por
consiguiente, a densidades de corriente altas, la tasa de la consumo de la reaccién
llega a ser igual a la cantidad de reactivos que pueden ser provistos por difusién. A
este proceso se le denomina densidad de corriente limitadora.

Para celdas de combustible con una fase gaseosa, se puede mostrar que la caida de
voltaje por una densidad de corriente j debida a un sobrepotencial de concentracion

estd dado por: RT
1 JL
=—(1+—])1 2.13
feone = 0 F ( %) “(jL—j> (213

donde j;, denota a la densidad de corriente limitadora, R y F' son la constante universal
de los gases ideales y la constante de Faraday, respectivamente, J. Larminie et al. [22].

Efecto acumulativo de las pérdidas

El efecto combinado de las pérdidas para una celda de combustible dada, asi como
sus condiciones de funcionamiento, se puede expresar como polarizaciones, O’Hayre et al.
[27]. Por lo tanto, bajo las condiciones en donde existen todas estas formas de pérdidas,
el potencial eléctrico real V¢4, de la celda estd dado por
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‘/celda =F- Nlactq — Nacte — Nohm — Tlconcq — Tconce (214>

donde Nget, ¥ Neoneq Tepresentan las pérdidas debidas a activacion y concentracion, respec-
tivamente, para anodo. Andlogamente, Ngct. ¥ Neonc. denotan el mismo tipo de pérdidas
para el catodo. La pérdida debida a la resistencia del electrolito y electrodos es nopm, -

Curva de polarizacion

El funcionamiento de una celda de combustible se resume lo mejor posible por su
respuesta de corriente-voltaje (curva j — V', o curva de polarizacion). Esta muestra la
salida de voltaje que la celda puede proveer en una carga de densidad de corriente. Por
lo que, al reducir las pérdidas (de activacién, 6hmicas y de transporte) se obtendrd un
gran voltaje de salida para una carga de corriente.

En efecto, la curva de polarizacién es la caracteristica mas importante de una celda de
combustible. Su medicién adquiere relevancia para el diagnéstico de un funcionamiento
apropiado, asi como para controlar su desempeno total. La figura (2.1) muestra las curvas
de polarizacién tipicas (o curvas j — V') usando los valores de la tabla 2.1 para una celda
de combustible con una membrana de intercambio de protones (PEMFC) y para una
celda de combustible con nicleo sélido (SOFC).

Tabla 2.1. Resumen de los pardmetros tipicos para PEMFC de baja temperatura contra SOFC de alta
temperatura.

Valores tipicos | Valores tipicos
para una PEMFC|para una SOFC
Temperatura 350 °K 1000 °K
E 1.22V 1.06
jo (H2) 0.10 A/cem? 10 A/em?
jo (02) 0.00010 A/cm? | 0.10 A/cm?
a (Hp) 0.50 0.50
a (Hs) 0.30 0.30
ARSonm 0.01 2 0.04 2
jr 2 Afem? 2 A/em?

Curva de Potencia

Como se ha mencionado anteriormente, la curva de polarizaciéon es la herramienta mas
eficaz para el diagnostico del funcionamiento de una celda de combustible. Sin embargo,
otro tipo de informacion sobre ella también puede estar disponible con solo reajustar los
datos de corriente y voltaje. Por ejemplo:
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Fig. 2.1. Comparativa de los modelos simples para una PEMFC tipica contra una SOFC tipica. Como se
observa de la forma de la curva, una PEMFC sufre de grandes pérdidas por activacion 7e.+; mientras
el rendimiento de una SOFC estd dominado por pérdidas ohmicas y de concentracién, nonm Neonc. LOs
parametros para generar estos resultado se resumen en la Tabla 2.1.

= Densidad de potencia eléctrica. La densidad de potencia eléctrica se define como
la cantidad de trabajo realizado por una corriente eléctrica. Es decir,

P=Vy,

donde P, V' y j denotan la potencia eléctrica, la diferencia de potencial y la densidad
de corriente, respectivamente. La figura (2.2) muestra las curvas de polarizacién junto
con las curvas de densidad de potencia eléctrica para los datos de la tabla (2.1).
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Fig. 2.2. Comparativa de las curvas de potencia eléctrica contra las curvas de polarizacién una PEMFC y
una SOFC tipicas.

2.3. Modelo 1-D de celdas de combustible

Habiendo discutido el modelo més simple de celdas de combustible, ahora introduci-
mos modelos mas sofisticados. Estos estdan basados en el concepto de balance de flujos.

Un balance de flujos nos permite mantener un registro de todas las especies que
fluyen dentro, a través, o fuera de una celda de combustible y con ello, plantear un
modelo exacto. La Figura 2.3 ilustra los flujos de especies quimicas involucradas en una
celda de combustible SOFC para desarrollar el modelo 1-D.
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VANVANYANYANMPAN

Anodo Electrolito Catodo

Fig. 2.3. Detalle de los flujos dentro de una celda de combustible SOFC.

En las celdas de combustible, todos los flujos pueden ser relacionados en un sélo flujo
caracteristico, la densidad de corriente, o el flujo de cargal. Asi, examinando cada uno

de los flujos mostrados en la figura 2.3, podemos inferir que:

Flujo 10 = Flujo 5 = Flujo 1 — Flujo 4 = Flujo 6 — Flujo 9,

o bien,

El flujo molar

La densidad El flujo molar de moléculas

de = { de aniones 0%~ } = de Hs en la
corriente en el electrolito capa difusora
del anodo

El flujo molar

de moléculas
de Os en la

capa difusora
del catodo

En otras palabras, la densidad de corriente producida por la celda debe ser igual al
flujo de aniones O?~ a través del electrélito, los cuales deben ser igual al flujo de hidro-
geno dentro de la capa catalizadora del anodo, quien debe ser igual al flujo de oxigeno

! Este mide la cantidad de carga que fluye a través de un material por unidad de tiempo.
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dentro de la capa catalizadora del catodo.

Suponiendo que el flujo molar para cierta especie quimica estd dado por
g
Zq F ’
donde j and J denotan respectivamente el flujo de carga y la densidad de corriente, z;

es el nimero de carga (e. g. z; es +1 para Nat, —2 para O?~, etc) y F representa la
constante de Faraday, O’Hayre et al. [27], obtenemos:

Js, = (2.15)

g
2F°

Observamos que para un balance de flujo correcto se debe incluir la generacién de
agua en el danodo (Flux 2 4+ Flux 3), electrolito y catodo. Es decir,

Joz- = Jif, =2J§, =

J c M

oF — 710 = JH,0-

Ante ello, observamos que no existen Flujos de HyO en la fase del electrolito y catodo
(ver figura 2.3). Por lo que,

A
Ji,o +

J

A _— =
0+ 5 =0
Finalmente, podemos concluir que
J A C A
ﬁ == J027 - JH2 — 2‘]02 — _JHQO (216)

es la ecuacion de balance de flujos para una celda de combustible SOFC.

Una vez obtenida la relacién (2.16), podemos establecer la ecuaciones gobernantes (o
ecuaciones que describen como las especies se mueven e interaccionan dentro de la cel-
da) para el 4nodo, la membrana y el cdtodo de nuestros modelos de celda de combustible.

2.3.1. Simplificacion del modelo

Para capturar toda la fenomenologia del problema, es necesario plantear ecuaciones
para describir la interaccion de cada uno de los elementos listados en la tabla (2.2). Sin
embargo, al modelar cada uno de los diversos fenémenos para todas las especies y en
todos los dominios de la celda de combustible resulta en modelo extremadamente com-
plicado de resolver de forma analitica. Por ello, habitualmente se recurre al planteamiento
de ciertos supuestos para reducir su complejidad.

Al hacer las siguientes suposiciones,
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Tabla 2.2. Descripcién completa de las especies quimicas interactuando en una celda de combustible SOFC

Dominio [ Conveccion [ Difusién [ Conduccién [ Reaccién electroquimica
Anodo
Canales de flujo| He, H20 | Ha, H20 e~ —
Electrodo H,, H.O | Hz, H,O e, 07 Hy + 07~ — Hy0 + 2e~
Catalizador | Ho, H,O | Ho, HoO | e, O H; + 0%~ — Hy0 + 2e”
Electrolito
T [ o= ] =
Cdtodo
Catalizador | Ny, Hy | Ny, H e, 07 202 +2e- — 07
Electrodo N2, Hp N2, Ho e, 07 202 +2 — 07
Canales de flujo| Nz, Ha N2, Ho e —

ignorar el transporte por conveccién (debido a que el modelo es unidimensional, se
puede ignorar el transporte por conveccion ya que éste se da mayormente a lo largo
del eje Y),

no considerar la difusién en los canales de flujo (en éstos, las difusién es menos domi-
nante que la conveccién y dado que se ignora conveccién, no se considerard la difusion
en todos las fases, salvo en los electrodos),

las pérdidas por resistencia éhmica provienen de la membrana del electrolito,

ignorar la cinética de las reacciones quimicas en el dnodo (las pérdidas de activacién
en el dnodo son despreciables en comparacién con las del catodo),

considerar que la capas del catalizador son extremadamente delgadas (con ello ignora-
mos todos los procesos de conveccién, difusion y conduccién en ellas y nos enfocamos

sélo en la cinética de la reaccién),

y considerar que el agua existe sélo en estado gaseoso,

delimitamos el problema a solamente los elementos de tabla (2.3).

2.3.2. Las ecuaciones gobernantes

Electrodo

Como se ha establecido en la seccién anterior, el transporte de las especies Hy, Os,

Ns v H50 esta dado por un proceso difusivo. De la primera ley de Fick para una difu-
sién binaria, tenemos que la tasa de difusion estd relacionada proporcionalmente a un
gradiente de su respectivas concentraciones; es decir:
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Tabla 2.3. Descripcién simplificada de las especies quimicas interactuando en una celda de combustible
SOFC

Dominio ‘Convecci(’)n‘ Difusién ‘ Conduccién ‘ Reaccién electroquimica
Anodo
Canales de flujo — — — —
Electrodo — Hs, H20 — —
Catalizador — — — Hs + 02~ — H2O + 2e~
Electrolito
T [ o ] =
Cdtodo
Catalizador — — — %Og + 2~ — 0%~
Electrodo — N2, Ho — —
Canales de flujo — — — —
0 ¢
_ effY%
Ji = D] (2.17)

Por otro lado, podemos relacionar una fraccién de mol de una especie i en estado
gaseoso y su presién total, haciendo:

bi = P i,

donde z; denota la fraccién de moles de la especie ¢ y p representa la presion total del
gas en el electrodo, O’Hayre et al. [27].

Por tanto, aplicando la ley de los gases ideales (p; = ¢; RT), obtenemos la siguiente
expresion:
p Ox; O
RT 0z 0z
Asi, haciendo las sustituciones pertinentes, tenemos:

J = —PD,-effaxi
‘" RT 09z

(2.18)

Electrolito

De la figura (2.3), el tnico flujo a través del electrolito es el de aniones de Os. Por lo
tanto, directamente de 2.11 y 2.12 obtenemos:

—A Gact
RT

. . (L Ae

Nohm = J (ASRopm) = j (> con 0=—-——, (2.19)
o T

donde A denota la constante electrolitica y A Gyt es la energia de activacién. Ambas

obtenidas experimentalmente.
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Catalizador

Como se ha establecido anteriormente, hemos considerado solamente la cinética de la
reaccion en el catodo de la celda de combustible. En consecuencia, el factor dominante
estd determinado por el “sobrevoltaje” catédico. Por consiguiente, éste puede ser descrito
directamente por la expresion simplificada de la ecuacién de Butler-Volmer, O’Hayre et
al. [27]. Es decir,

RT  jCY°
Nacte = — 5 1N 0 E
nak  j) Ch
donde C’g* y Cf denotan la concentracién de referencia (o estandar) del reactante en la
superficie de la reaccion y concentracion del reactante, respectivamente. jg es la densidad
de corriente de intercambio con base en una concentracién de referencia. El coeficiente
de transferencia de carga se representa con .

Por lo que suponiendo para un gas ideal (p = ¢ RT), tenemos que la cinética de la
reaccién en el catodo estd descrita por

RT
= n
Tacte = L' oF " jo P¢ Xo,

(2.20)

donde P¢ es la presién total del catodo y Xo, es la fraccion de moles de oxigeno en la
capa del catalizador del catodo.

Solucidn del modelo 1D de celda de combustible SOFC

Habiendo establecido las ecuaciones gobernantes para el modelo unidimensional de
una celda de combustible SOFC, podemos obtener la curva de polarizacién (j — V). Para
ello, de la ecuacion (2.18) podemos describir el transporte de Oz en el catodo como:

J C _ _pcDeofszQaon
Oz RT D2

con  X0,(0) = X0, |4, (2.21)

donde Xo,|q denota la fraccién de moles de oxigeno en la capa del catalizador (ver figura
2.3). Por tanto, el perfil de concentraciéon de Os en el cdtodo es:

jRT

— _Je_ J 7
Xoule = Xosla = L e ety
O3 Ny

: (2.22)

donde L€ representa el grosor del catodo. En consecuencia, el “sobrevoltaje” catddico
(ecuacién 2.20) queda determinado por:



2.4 Modelos D. C. F. de celdas de combustible 21

RT j
Tacte = 4oF In J (223)
. _ jRT
Jo P <X02 ‘d Le 4FPC D?)J;sz >

Finalmente, podemos obtener el voltaje de la celda de combustible como:

V=F- Nohm — Nactc

M T j
:E—j< ) RT ) J

—A Gact o 4 F . ’
Ae ®T a - pe _Je__ JRT
20N2

donde FE es el voltaje precalculado tedricamente para la celda. Usando valores para
cada parametro de la tabla 2.4, obtenemos la curva de polarizacién (curva (5 — V') que
determina el modelo propuesto, Figura (2.4).

Tabla 2.4. Resumen de los pardmetros para SOFC de alta temperatura.

Propiedades Fisicas Valores para una SOFC
Temperatura, T 1073 °K
Voltaje termodindmico, E 1V
Fraccién de moles de oxigeno de entrada, Xo,|q 0.21
Presién en el catodo, Pc 1 atm
Difusividad efectiva del oxigeno, Dg’; fN2 2x107°% m?/s
Coeficiente de tranferencia, «@ 0.5
Densidad de corriente de intercambio, Jo 0.1 A/em?
Constante electrolitica, A 9x 10" K/2-m
Energia de activacion electrolitica, A Gact 100 kJ/mol
Grosor del electrolito, M 20 um
Grosor del catodo, Le 800 um

2.4. Modelos D. C. F. de celdas de combustible

Debido a su extensa flexibilidad de computo, los métodos de Dindmica Computacio-
nal de Fluidos (D. C. F.) son altamente usados. Estos se basan en un sistema extenso
de ecuaciones que gobiernan los fenémenos dentro de las celdas de combustible lo que
les proporciona un mayor realismo a la hora de comparar sus resultados contra de los
obtenidos por otros métodos.

Al igual que los modelos 1D, los modelos que utilizan métodos D. C. F. (o modelos
D. C. F.) se basan en leyes de conservacién representadas por las ecuaciones:
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Fig. 2.4. Curvas caracteristicas del modelo 1D para los valores de la tabla 2.4.

1. Conservacién de Masa. Las ecuaciones de conservacién de masa (o ecuaciones de
continuidad) requieren simplemente que el cambio de la masa en una unidad del
volumen sea igual a la suma de toda las especies que entran (salen) de un volumen
de control en un periodo dado.

0
a(ep) + V- (e pU) =0
tasa de tasa neta de

cambio de masa cambio de masa

por unidad de volumen por unidad de volumen
por conveccién
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donde p y U denotan respectivamente la densidad y el vector velocidad del fluido.
Cabe notar que en esta ecuacién se considera la porosidad e de los dominios tales
como los electrédos y catalizador.

2. Conservacion de Momemtum. Similar a la conservacién de masa, la ecuacién para la
conservacion de Momemtum se escribe como:

i(epU)+V~(epUU)——eVp+ V- (eQ) + EQT“U
tasa de tasa neta de cambio
cambio de de momento por unidad
momento de volumen por:
por unidad
de volumen  conveccion  presién viscosidad estructura
de friccion poroso

donde ¢ y 4 denotan respectivamente el tensor tensién y la viscosidad del fluido. El
término del lado derecho de la ecuacion se le conoce en la literatura como la Ley de
Darcy, la cual cuantifica la pérdida de viscosidad del fluido en un medio poroso. Del
segundo término al ultimo del lado derecho de la ecuacién representa sélo la inte-
raccién del fluido con él mismo (fluido-fluido). La permeabilidad x mide la fuerza de
esta interaccion dependiendo de la configuracién de la estructura porosa.

3. Conservacion de Especies.

(ft (e P XZ-) LV (pUXy) = V-, + S;.
tasa neta de
cambio de la masa

de las especies
tasa de cambio por unidad
de la masa de de volumen por:
las especies por

unidad de volumen  conveccion difusién reaccion

Donde la fraccion de masa de la especie i se denota por X; y J; representa el flujo
de masa de la especie ¢ por difusién. Este flujo puede ser representado por cualquier
ecuacién de difusién, Ley de Fick o la ecuacion de Mazwell—Stefan. La fuente (o
sumidero) de la especie es S;. En las celdas de combustible, la reaccién electroquimica
actiia como fuentes o sumideros de especies quimicas (e. g. consumo de hidrégeno y
oxigeno o produccién de agua):

J
S; = M;
’ anF
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n; es el numero de valencia de electrones asociados a la especie i. M; es el peso mo-
lecular de la especie i, éste es usado para convertir la tasa del flujo molecular a una
tasa del flujo de masa.

4. Conservacion de Carga. De la continuidad de corriente en un material conductor,
V-i=0

donde i denota el flujo de corriente como vector. En las celdas de combustible exis-
ten dos tipos de cargas: electrones e iones. Dado que ambos tipos son generados de
especies eléctricamente neutras, la totalidad de la neutralidad de la carga debe ser
conservada:

v'ielec+v'iion:0

donde i;oy, es la corriente de iones a través de una fase conductora de iones (e.g. capa
catalizadora o la membrana — PEM) y ige. es la corriente electrénica en una fase de
intercambio de electrones. Reordenando términos, tenemos:

=V ljon =V - lejec = J-
Considerando la Ley de Ohm, obtenemos
V- (0ionVPion) = =V + (TetecVPelec) = j
donde los potenciales electronicos y eléctricos se denotan por @ion y ®elec, respecti-

vamente. o es la conductividad.

Para cerrar las ecuaciones bésicas, expuestas en los puntos anteriores (1 —4), es nece-
sario imponer condiciones de frontera, asi como condiciones iniciales. Ambas dependeran
del problema y de una geometria particular.



CapfTuro 3

Conduccion de calor en una celda de
combustible

3.1. Introduccion

La temperatura en las celdas de combustible no siempre es uniforme. Aun con un
flujo contante de masa a través de los canales, ésta se ve afectada como resultado de la
conveccion del aire, por el agua que llega a condensarse o por el mismo calor generado
en la capa de catélisis. Con el fin de predecir con precisién los parametros dependien-
tes de la temperatura y las tasas de velocidad de la reaccion, asi como la del transporte
de especies quimicas, se debe considerar la distribucion del calor a través de toda la celda.

En efecto, un balance energético total alrededor de la celda de combustible se basa en
la energia producida y por la pérdida de calor que ocurre en ella misma, Barbir, F. [2].
Por lo que, un primer modelo debera incorporar la transferencia de calor por conveccion
entre el material sélido y un flujo gaseoso y transferencia de calor por conduccién en
las estructuras sélidas al igual que las porosas. Asi mismo, se debe considerar también
la produccién de calor por la electricidad generada en la reaccién quimica, Spiegel, C. [31].

Es pertinente mencionar que en este trabajo se abordara el problema de transferencia
de calor que se origina por la necesidad de un manejo adecuado del calor generado en las
celdas de combustible con una membrana de intercambio de protones (PEMFC, Proton
Exchange Membrane Fuel Cell). Por tal razén, el presente capitulo contendra prime-
ramente el planteamiento de la fenomenologia propia de la conduccién del calor en un
cuerpo para luego dar paso al planteamiento del problema de determinacién de perfiles
interiores de temperatura en una celda de combustible.

25
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3.2. Transferencia de calor

La transferencia de calor se define como el paso de energia térmica desde un cuerpo
de mayor temperatura a otro de menor temperatura. Cuando un cuerpo, por ejemplo,
un objeto sdlido o un fluido, estd a una temperatura diferente de la de su entorno u
otro cuerpo, la transferencia de energia térmica, también conocida como transferencia de
calor o intercambio de calor, ocurre de tal manera que el cuerpo y su entorno alcancen
equilibrio térmico. La transferencia de calor siempre ocurre desde un cuerpo maés caliente
a uno mas frio, como resultado de la ley cero de la termodindmica. Cuando existe una
diferencia de temperatura entre dos objetos en proximidad uno del otro, la transferencia
de calor no puede ser detenida; solo puede hacerse mas lenta.

La transferencia de calor cldsica ocurre solamente a través de los procesos de conduc-
cion, conveccion, radiacion o cualquier combinacién de ellos.

3.2.1. Conduccion del calor en un cuerpo

El proceso de conduccién térmica se define como la transferencia de energia de las
particulas con mayor energia hacia la de menor a partir de la interaccion entre ellas. Este
se basa en la siguiente ley fisica:

Teorema 3.1 (Ley de Fourier).

Sea S una superficie suave en el interior de un cuerpo {2 y sea n el vector normal en S.
La cantidad de calor (energia térmica) q que cruza S en direccion de la normal n en el
intervalo de tiempo de t1 a to estd dada por:

t2 du
S k Z 2 dodt
q /tl // (fb’,y,Z)an odt,
S

donde k(z,y, z) denota la conductividad calorifica de un cuerpo en el punto (x,y,z) y do
es el elemento de superficie.

Ecuacion de la conduccion térmica

Consideremos una subregién 2 C A acotada por una superficie S suave cerrada sin
frontera con vector normal n, ver figura (3.2.1). El cambio en la cantidad de calor en la
subregion A de t =t a t = ty estd dado por:

/// c(x,y, 2)p(x,y, z) (u(x,y,z,tg) — u(a:,y,z,tl))dx dydz (3.1)
A
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Fig. 3.1.

donde ¢(z,y, z) es el calor especifico y p(z,y,z) denota la densidad del cuerpo. Por la
ley de la conservacién de la energia térmica, el cambio de calor en A debe ser igual a la
cantidad de calor entrante a A a través de la frontera S en un intervalo de tiempo de t;

a to. Es decir,
t2 ou
— . 2
/t1 //k‘(w,y,z) 6ndodt (3.2)
S

Igualando 3.1 y 3.2, obtenemos

/// c(x,y, 2)p(x,y, 2) (u(x, Y, 2, ta)
A

b2 ou
—u(x,y, z,t1)>dx dydz = / // k(x,y,z) I dodt. (3.3)
t1
S

Ahora,
2 9y

at
t1
Notamos que du/0n = Vu-n. Por lo que aplicando el teorema de la divergencia al campo
vectorial V = kVu, obtenemos

//k(m,y,z)gZda—///V-(kVu) dx dydz.
S A

u(x,y,z,tg) —u(m,y,z,tl) = ('7:7:% Z) dt.
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Por tanto, reescribiendo 3.3 tenemos

/t///cp drdydzdt = //A/V'(kVu)dxdydzdt
/t///Cp—v (kVu) dzdydzdt = 0. (3.4)

Dado que el integrando de 3.4 es continuo y es valido para cualquier subregién A e
intervalos (t1,t2), se tiene

o bien,

8— — V- (kVu) = 0. (3.5)

8 t
A la ecuacién 3.5 se le conoce como la ecuacion de la conduccion térmica, ecuacion del
calor o ecuacion de difusion en un cuerpo isotrépico. Si este cuerpo también se considera
homogéneo entonces la conductividad térmica k, la densidad del cuerpo p y el calor

especifico ¢, son constantes y la ecuacién anterior se reduce a

cp% — kV2u = 0. (3.6)

3.2.2. El problema de la conduccion del calor bien condicionado

Un problema de la conduccion del calor bien condicionado es aquel en el que se tiene
toda la informacién necesaria para obtener una solucién tunica, Hadamard, J. [16].

Definicion 3.1. En el sentido de Hadamard, un problema es bien condicionado si cumple
las siguientes condiciones:

1. Existencia: Para cualquier conjunto de datos, existe una solucion del problema

2. Unicidad: Para cualquier conjunto de datos, la solucion es unica.

3. Estabilidad: La solucion depende continuamente de los datos en una topologia razo-
nable.

Asi, un problema de conduccién de calor bien condicionado (en el sentido de Hada-
mard) y por tanto soluble, se entenderd siempre como:

Encontrar u(z,y, z,t) tal que:

8u

para 0 < t < 7 (donde 7 — 00) y (z,¥, z) pertenece a alguna regién 2 C R3.
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2. u=ui(z,y,2) ent=0.

Esta condicién se el conoce como condicion inicial. Sin embargo, ésta no es necesaria
si se estudia el caso estacionario:

V- (kVu) =0.
3. u debe satisfacer condiciones de frontera, las cuales a menudo son de tres tipos.
a) Condiciones de frontera tipo Dirichlet o condiciones de frontera de primer tipo:
u= f(r,t) para r € 9.

b) Condiciones de frontera tipo Neumann o condiciones de frontera de segundo tipo:

0
b V= f(r,t) para re€ 9f2.
on
c) Condiciones de frontera tipo Robin o condiciones de frontera de tercer tipo:
0
au—l—b—u:g en g€ of
on

3.3. Problema de estado estacionario

La ecuacion de Laplace se relaciona con el estudio de una clase grande de fenémenos
fisicos conocidos como fendmenos de estado estacionario. Estos se caracterizan por el
hecho de no variar su dinamica al transcurrir un cierto periodo de tiempo.

Consideremos el problema de estado estacionario de distribuciéon de temperatura u
en un cuerpo homogéneo e isotrépico. Es decir,

VZu=0, en £ (3.7)

Si 2 denota el interior del cuerpo, la temperatura en estado estacionario u(z,y, z) debe
satisfacer la ecuacién anterior en cada punto (x,y, z) en 2. No obstante, la ecuacién 3.7
posee una infinidad de posibles soluciones. Con el fin de seleccionar una en particular,
la cual describa la distribucién de temperatura actual del cuerpo, se deben especificar
condiciones suplementarias para delimitarla. Al contrario de los fenémenos dependientes
del tiempo, ninguna condicién inicial necesita ser especificada para la ecuacién 3.7. Por
consiguiente, las condiciones de frontera tipicas para el problema de estado estacionario
son:
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u(z,y,2) = f(2,y,2), (2,y,2) € 092, (3.8)

0

So(@y) = g(@,y.2), (@,y.2) € 00, (3.9)
02,y 2) 5 4y, 2) + Bl 2Jule,,2) = (e, 2), (9,2) €00, (310)

El problema de encontrar la solucion a la ecuacién 3.7 satisfaciendo alguna condiciones
anteriores, se conoce como problema de valor en la frontera. Siendo precisos, al problema
que satisface las condiciones 3.8 se le conoce como Problema de Dirichlet, si satisface
3.9, se le conoce como Problema de Neumann y si satisface 3.10, recibe el nombre de
problema de frontera de tercera especie.

3.3.1. Modelo de transferencia de calor en una celda de combustible

Con el objeto de ilustrar el efecto de las condiciones de frontera, consideremos el
problema asociado al de transferencia de calor que se origina por la necesidad de un
manejo adecuado del calor generado en las celdas de combustible con una membrana de
intercambio de protones.

La determinacién de la distribucién de calor en una celda de combustible se lleva a
cabo realizando balances energéticos del sistema. Estos se basan en la energia producida,
en sus reacciones quimicas, asi como el calor que ellas mismas producen. Por tanto, los
componentes principales a considerar para modelar las transferencias de calor en una
celda de combustible serdn: los reactivos, los productos resultantes de la reaccién y la
electricidad producida.

Generalmente, la generaciéon de calor en una celda de combustible se asocia a sus
pérdidas de voltaje. La mayor parte de éste se genera en las capas del catalizador, pre-
dominante en el lado del cdtodo para luego seguir en la membrana y en ciertas partes
sélidas eléctricamente conductoras (ambas debidas a las pérdidas éhmicas).

Principalmente, el flujo de calor es llevado por conduccion a través de las partes sélidas
de la celda de combustible, a saber estructuras porosas del electrodo y la membrana de
intercambio de protones, incluyendo la capa de la difusién del gas. Un cierta cantidad se
transfiere a las especies reactantes (dependiendo de su temperatura), otra se transfiere al
medio de enfriamiento con la conveccién, y la restante se conduce al borde del stack (o
moédulo) donde se transfiere al aire circundante por radiacién y por conveccién natural,
ver figura 3.2.
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Radiacién / Conveccion
con el ambiente A

&/ A - Conduccion a
través de un
anveccién con <« v solido
fluidos ‘3\73_, <l
<> 4
C
v v :> j>
| >
=
/ /
MR

/ M
Conduccion / Conveccidn
a través de un medio poroso

Fig. 3.2. Flujos de calor en una porcién de una celda de combustible.

Un modelo basico de transferencia de calor en una celda de combustible

Una primera aproximacion a un flujo constante de calor estara representada por

V2u + Gint _h en 0
k
donde g¢;,; denota la tasa de generacién de calor por unidad de volumen, Barbir, F. [2].
En la celdas de combustible, la generacion interna de calor esta asociada a la resistencia
eléctrica o iénica. Es decir,
Qint = i Pm

para i y pm, la corriente eléctrica (o idnica) y la densidad del material, respectivamente.

Las condiciones de frontera asociadas al problema involucran el comportamiento de
la temperatura en las capas exterior y en el nimero de interfaces (capas interiores) que
posea la celda de combustible. Cabe notar que el flujo del calor se conduce a través
de dos materiales adyacentes con diferentes conductividades térmicas y es igual en las
interfases. Es decir,

Ui = Ujp1,
k ou i ou
. = kiny .
YOni T Onip

La importancia de un manejo apropiado de la generacién de calor en una celda de
combustible es crucial para elevar su rendimiento. Por consiguiente, el estado éptimo de
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la membrana de intercambio de protones dependerd de la cantidad de calor. Con una
elevada cantidad de calor, la membrana puede deshidratarse y con ello perder todas sus
propiedades cataliticas. De igual manera, un sobre enfriamiento conlleva una sobre hi-
dratacion por condensacion del agua como producto de la reaccién quimica produciendo
un decremento en sus propiedades.

Para asegurar el manejo térmico apropiado para una celda combustible PEM, es esen-
cial predecir la distribucion de la temperatura dentro del dispositivo. En este trabajo se
retoma un método no destructivo para reconstruir la distribucién global de temperatura
en una capa interna de la celda de combustible basandose en arreglos de mediciones sobre
la superficie externa, Cheng, C.H. et al. [8]).

3.3.2. Problema homogéneo de transferencia de calor

Para fines de carécter ilustrativo, en esta seccién se considera g,y = 0. Por tanto, la
distribucién de temperatura u satisface:

Viu=0, en £ (3.11)

donde 2 = {(z,y,2) ER3:0< 2 <N, 0<y <M, 0< z <L}, con las condiciones de
frontera:

(a) En las caras exteriores:

ou
+F—=alu—u 3.11a
= - w) (3.11a)
donde n es la normal para cada cara exterior, u, denota la temperatura ambiente y
« es el coeficiente de transferencia de calor, ver figura 3.3.

(b) En el interfaz entre dos capas sélidas:

Ui = Uit1, (3.11b)
du ou ,
ki o = kit1 Er para ©=1,2,3 (3.11c)

donde i e ¢ + 1 denotan dos capas contiguas, ver figura 3.3.
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du
“an (u = ta)

du

n = o(u — ug)
ou
%: (ufua)
ou du

k’Tm = ki1 Ty
Uy =i

para 1= 1,2,3 du

n =o(u — uq)

Fig. 3.3. Condiciones de frontera para el problema de estado estacionario propuesto.

3.3.3. Solucion numérica al problema homogéneo de transferencia de calor

Las ecuaciones (3.11), (3.11a), (3.11b) y (3.11c) se pueden reducir a un conjunto de
ecuaciones algebraicas para encontrar una aproximacién a la solucién del problema esta-
cionario en todos los puntos de un mallado (NX x NY x NZ) mediante el uso del método
de diferencias finitas.

Bésicamente, en una solucién por diferencias finitas, las derivadas son reemplazadas
por aproximaciones en diferencias finitas, convirtiendo entonces un problema de ecuacio-
nes diferenciales en un problema algebraico relativamente sencillo de resolver por medios
comunes (especialmente matriciales).
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Esquema de diferencias finitas para los puntos interiores

El primer paso consiste en obtener una versién discretizada del operador de Laplace
(ecuacién 3.7) para los puntos interiores que nos permita usarla numéricamente. Una
férmula para aproximar f”(x) es

fl@+h)—2f(x) + fx—h)
h2

f'(z) = + O(h?).

Por lo que al aplicar esta férmula a la funcién u(z,y, z) para discretizar uz,(z,y, 2),

Uyy(2,Y,2) ¥ Uzz(2,y,2) con hy = N/NX, hy = M/NY y h, = L/NZ y sustituyendo
en (3.7), obtenemos:

T+ hy,y,2) —2u(z,y,2) + u(z — he,y, 2)

V%dehz)zz“

h?
+U@w+hw@—2w%%@+UWw—hw@

hy2
+ u (.’E, Y, 2+ hz) - 2“(5737 Z) +u (wv% Z = hZ) + O(th’ hy27 hz2)'

Para resolver numéricamente la ecuacion de Laplace, imponemos la aproximacion a la
ecuacion anterior:

haszhy2 u (.%', Y,z — hz) + hx2hy2 U (337 Y, 2+ hz) -+ hx2hz2 u (377 Y= hy7 Z)
+ he?h 2w (2, y + hy, 2) + hy2heu (@ — hyyy, 2) + hy2ho? w (2 + he,y, 2)
— 2 (ha®hy® + hy®h.® + hy*h.?) u(z,y,2) = 0
que tiene una precisiéon de orden O(hﬁ,hf, h.?) en los puntos interiores de la malla
(x,y,2) = (i hg, jhy,khy) parai =2, .., NX—-1,j=2, .., NY-1yk=2,..,NZ—1.
Por tanto, haciendo w (ihg, jhy, kh.) = U; j 1, obtenemos:
1
2 (h2h + h2h2 + h2h?)
hihz (Ui,j—l,k + Ui,j+1,k) + hzhz (Ui—l,j,k + Ui—i—l,j,k)) (3.12)

VUi ~ (hihZ(UaLk714—[th+1)+

la cual llamaremos formula en diferencias de los siete puntos para la ecuacion de La-
place. Esta férmula relaciona el valor Uj; jx con sus 6 valores cercanos: U; jr—1, U j k41,
Uij-1k> Uijt+1,k Uim1,jk Y Uit1,5k, como se muestra en la figura 3.4.
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Ui jk+1

Uij—1mk
Ui=tjk
o«

Uitik

Uijtik

Uijk-

Fig. 3.4. Esquema en diferencias finitas para los puntos interiores de la malla (NX x NY x NZ).

Esquema de diferencias finitas para los puntos en el interfaz entre dos capas

Para este caso, se busca obtener una relacién para los puntos en el interfaz entre dos
capas. Para ello, se usan versiones discretizadas para aproximar 3.11c, ver figura 3.5. Por
tanto, para aproximar f’(x) usando puntos por arriba de la interfaz C con v = 1,2, 3,
se emplea la siguiente expresion:

Py = Y@ =MD =) o

mientras que usando puntos por debajo de ésta, se tiene

Pay= DN =St o

Por consiguiente, al aplicar estas expresiones a 3.1lc para discretizar u,(z,y,z) con
h, = L/NZ, tenemos

ou du 3u(x,y,z) —4u(z,y,z — hy) +u(z,y,z — 2h,)
K,— — K — =K
" 8nv v+ anw_l v 2hz
—3u(z,y,z) +du(z,y,z + h,) —u(z,y,z + 2h;) Lo 2)
— Kyp1 .
2h,

Por lo que al imponer la aproximacién
du ou

a5,  Barlg T
0 Ty 0 Ty+1

— 4Ky u(z,y, 2z — h,) + Ky u(z,y, 2 + 2h,) + Ky u(z,y, 2 — 2h,) =0,

K, ~ 3 (Ky+ Kyq1) u(z,y, z) — 4K u(x,y, 2 + hy)
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Uijnz,—2

Uz,],NZ» -1

Ui jxon+1

Ui jNz)+2

Fig. 3.5. Esquema en diferencias finitas para los puntos en el interfaz entre dos capas.

con una precisién de orden O(h?) en los puntos de la malla (z,y, Cy) = (i ha, j hy, NZ,)
parai =2, .., NX-1yj=2,..,NY—-1,donde NZ, = [(NZ-C,) /L| convy € {1, 2, 3},
se obtiene

4 Ky11UijNzy+1 +4 Koy Uijnz, -1 — Ky1 UijNz,+2 — K5 UijNz, -2
3(Ky+ Kyp1) '

UijNz, =

(3.13)
donde U; Nz, = u (ihy, jhy, Cy).

Esquema de diferencias finitas para los puntos en la frontera

La condicién de frontera (3.11a) es del tipo Neumann; ésta especifica la derivada di-
reccional de u(z,y) normal a una cara exterior de (2.

Supongamos z = L, entonces la condicién de frontera usada en toda cara exterior,
descrita por (z,y,2) €ER3talque 0 <z < N, 0 <y < M, z =L, es:

du

—Ka—n(x,y, z2) =« (u (r,y,2) — ua).

Diferenciando numéricamente la expresion anterior en el punto (i, j, NZ), tenemos:

e (i,j, NZ) ~ z7J7NZ+12h 65,NZ-1 _ o ( z,];]\;z( a)
z

(0% (6%
- Ui,j,NZ-i—l =2—h,U, — 2?thi,j,Nz + Uz,y,Nz—l- (3.14)

K
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Por otro lado, evaluando la ecuacién (3.12) en el punto (7, j, NZ), se tiene

1

Using = @%%w L+ B2, T R2R2U;

BNE T (2R h2h2 + p2p2) ey TN Raly BN T e B LA
+h3h2U g, + hoh2 Uisa g, + hihZ Uz‘+1,j,Nz>- (3.15)

Finalmente al sustituir (3.14) en (3.15), obtenemos
Ui jNz :(hzhiUz‘Hu}NZ + h2h2Ui Nz + hoh2Ui1jng + hahoUs jo1nz

20h2h2h. U, ah2h2h,
T s e

la cual tiene una precisién de orden O(h,2, hy?, h;?) en los puntos (z,vy,z) € R? tal que

O<z<N,0<y< M, z=1L.

Andlogamente, las discretizaciones de las condiciones de frontera restantes del pro-
blema estacionario (3.11), con una precisién de orden O(h,?, hyQ, h.?), quedan descritas
para:

(v,y,2) ER3talquexr =1, 0 <y < M, 0 < z < L, la condicién de frontera discretizada
correspondiente es:

Uik :(hithLjH,k + h2h2U 1 g + hah Uyt + hiho Uy j ks

« «
+2@@%M+%ﬁ”%wo/d@@+@@+@@+ﬁ%@@%

(r,y,2) €ER3talquex = N, 0 <y < M, 0 < z < L, la condicién de frontera discretizada
es:

Unx,jk = <h§h§UNX,j,k+l + h2h2UNX j+ 1k + 2h§thNX—1,j,k + h2h2UNX j-1k
a

(6
+@@mmﬂ4+%#m%wa/%@@+@@+@@+K

hxh§h§>,

(z,y,2) ER3talque0 <z < N, y =1, 0< z < L, la condicién de frontera discretizada
es:

Uitk Z(h?,thiH,Lk + hihZUi,l,k:—&-l + hzhEUi—l,l,k + hih§U¢,1,k—1

272 &9 2 272 2;2 @9 2 2,2
+QMMWM+%ﬁwwNO/%%%+%%+E%%@+%%»
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UNX jk—1
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Fig. 3.6. Esquema en diferencias finitas para los puntos en la frontera de la malla (NX x NY x NZ).

(r,y,2) € R3tal que 0 < x < N, y = M, 0 < z < L, la condicién de frontera
discretizada es:

Uinyk = (hg,thi-&-l,NY,k + hihiji,NY,kH + hzthi—l,NY,k +2h2R2U; Ny -1k

21,2
+ h2K2U; o w2 n2u,) f2 (nznz 4 St ey ey
z/ty Vi, NY k—1 K etz ta z!y K z!z y'lz

Cada una de estas férmulas relaciona el valor U; ;5 con 5 valores cercanos en el mallado
(NX x NY x NZ), ver figura (3.6).

Forma matricial de las ecuaciones en diferencias finitas

Asi como en los casos unidimensionales y bidimensionales, la ecuacién en diferencias
(3.12) puede ser escrita en forma de una ecuacién vectorial (o matricial):
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Au=b.

donde A es una matriz de P x P con P = NX - NY - NZ y su extructura exacta depen-
derd en la forma en que se ordenan los términos a determinar. Sin embargo, la desventaja
que presenta este método directo de resolucién es el almacenaje de los datos; cada punto
en el interior del mallado introduce una ecuacion a resolver. Puesto que mejores apro-
ximaciones requieren un mallado més fino, inevitablemente serd necesario resolver un
nimero mayor de ecuaciones.

En consecuencia, los métodos directos para resolver matrices con entradas casi to-
das nulas, atin con estrategias de reordenamiento, trabajan bien con sistemas modestos
con aproximadamente 10% grados de libertad y permanecen competitivos para resolver
problemas bidimensionales de EDP. Sin embargo, las soluciones de los problemas tridi-
mensionales ain més sencillos requieren el uso de técnicas iterativas (Elman, H., et al.

11]).

Métodos iterativos

En término generales, los métodos iterativos proveen aproximaciones de las soluciones
de un sistema dado. Cada uno toma una aproximacién inicial z(0) de la solucién x y
genera aproximaciones subsecuentes que pueden asemejarse a la soluciéon prevista con
mayor exactitud en cada iteracién sucesiva, Demmel, J. W., [10].

Para encontrar una solucién numérica al problema de estado estacionario (3.7), pro-
ponemos la implementacién de un método iterativo de sobre relajacién sucesiva (S. O.
R., Successive Over-Relaxation).

Método de sobre relajacion sucesiva SOR

La sobre-relajacién sucesiva (SOR) es un método numérico usado para acelerar la
convergencia del método del Gauss-Seidel para encontrar la solucién a un sistema de
lineal de ecuaciones, Mathews, J. H., et al. [24].

Teorema 3.2 (Método SOR).

Dado el valor del pardametro w tal que 0 < w < 2, la solucidon al sistema lineal Az = b
puede ser obtenida usando el esquema de iteracion

wakH = wak +wb

donde M, = D+wL y N, = (1—w)D—wU, con D, L yU denotando una matriz diagonal,
una matriz triangular inferior y una matriz triangular superior de A, respectivamente.
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Haciendo los calculos pertinentes, obtenemos los esquemas apropiados para la imple-
mentacion computacional del método SOR para encontrar una aproximacién numérica
a la solucién del problema estacionario. Estos estan dados por:

(a) Para los puntos interiores del mallado (NX x NY x NZ):
Uijk =Uije twRijp  donde  Rijp = Unew — Uik

hehy Uik 4 Uigrer) + 0302 (Uija g + Uijern) + hohZ (Ui ik + Uipa i)

Unew =
2(h2h2 + h2hZ + h2h?)

parai=2,..,.NX—-1,j=2,...NY -1y k=2, .. NZ—1.

(b) Para los puntos en la frontera:

= en los puntos (z,7,2) ER*talque 0 <z < N, 0<y < M, z = L.

Uijnz =Uijnz +wRijnz  donde  R;jNz = Upew — Ui jNz

Unew :<h32/thi+1,j,NZ + h2h2Us Nz + hoh2Ui o1 jnz + hahZUi o1 Nz
+ 21202V g + 2%h§h§hzua) / 2 (hihf, +h2h2 + 2K + %hihjhz)
parai=1, ... NXyj=1, .., NY.
= en los puntos (7,7,2) ER3talquex =1, 0 <y < M, 0<z2<L

Uik =Uijk+wRyjr donde Ry jk = Unew — Utk

Unew =<h§h§U1,j+1,k + 22Uk + WU L1 + hahyUn g
+ 2h2h2Us 4 + 2%hxh§tha) / 2 (hghg + h2h2 4+ h2h2 + %hxhghz)
paraj=1, .. NYy k=1, .. NZ
= en los puntos (z,7,2) ER>talquez =N, 0<y <M, 0< z< L

Unx,jk = Unxjk + wRnx jr  donde  Rnxjk = Unew — UNX,jk
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Unew =(h2R3UNx i1 + W2H2UNK 414 + 203R2UNK -1 + W2H2UNx 1
+ B2h2Unxjh1 + Q%hzhzhﬁUa) / 2 (hihj + h2h2 4+ h2h2 + %hthjhi)
paraj=1,.,. NYy k=1, .., NZ
= en los puntos (z,7,2) ER3talque 0 <z < N, y=1, 0<z<L

Uik =Uj1p +wRiix donde Rjiik = Upew — Uik

Umf{@@wmm+ﬁ@wwﬂ+@@mim+@@wmq
+ 2B202U 0k + 22 h2yh2UG) [2 (W02 4 B202 + b2k, b2+ B2R2)
parat=1, ... NXy k=1, .. NZ
» en los puntos (z,7,2) ER*talque 0 <z < N, y=M, 0<z<L

Uinvk = Uiny e +wRiNnyr donde  Rinvik = Upew — UiNy ke

Unew = (hf,thiH,NY,k + h;%thi,NY,k—i-l + hzthi—l,NY,k + 2h2h2U; Ny 1k
+ h2R2Ui Ny o1 + 2%h§hyh§Ua) / 2 <h§h§ + %hih;hz +h2R2 hjhz) .
parai=1, ... NXy k=1, .., NZ
(c) Para los puntos en la interfaz entre dos capas (z,y,2) € R® tal que 0 <2 < N, 0 <
y<M, z=C, con ye{l,2, 3}
Uijk =Uijr +wRijr  donde  Ryjr = Unew = Uijp
A By 1 Uijier1 +4 Ky Uit — Ky1 Uigiyo — Ky Ui 2

3(Ky + Kyp1)
parat=2, ..., NX~-1,j=2,..., NY-1yk=NZ,cony=1,2,3.

Unew =
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3.3.4. Simulacion computacional

Ejemplo 3.4

Para la aplicacién del método numérico de resolucion al problema, consideramos distin-
tos mallados con una condicién de paro del procedimiento iterativo de tol = 1076. El

parametro del método SOR usado fue w = 1.844646.

Fig. 3.7. Distribucién de temperatura obtenido al aplicar el método de diferencias finitas propuesto utili-

Tabla 3.1.
NX x NY x NZ 40 x 40 x 20 80 x 80 x 40 180 x 180 x 80
No. Interaciones 919 2672 7385
Tiempo Ejec. 30.3341 sec. 775.1519 sec. 1.9164e + 04 sec.
Error 9.9221e — 06 9.9673e — 06 9.9969¢ — 06
Tabla 3.2
Placa de carbén Placa de cobre Recolector Empaque
N 0.21 0.21 0.21 0.21
M 0.21 0.21 0.21 0.21
L 0.003 0.003 0.0003 0.004
K, 10 5 30 20
«a 10 10 10 10
U, 25 25 25 25
80.14
o
80.13|
_ 8012y ° Dist. Temp.
g. 80111 O  Interfaz
>
P4
801
X
<
> 80.09|
80.08 - o
o
80.07 o
80.06 : : : : : : : ;
0 10 20 30 40 50 60 70 80

z

zando las constantes térmicas K., (Tabla 3.2).
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T T
748 7985 744 79.95 an G0.05 #0.1 G0.15

(a) Perfil de temperatura en 942

I I T
9.8 79.85 79.9 79.95 a0 80.05 80.1 80.15
(b) Perfil de temperatura en 92

Fig. 3.8. Simulacién computacional al problema de conduccién de calor en una celda de combustible
PEMFC utilizando los datos de la tabla 3.2 con un mallado de 180 x 180 x 80.
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(c) Perfil de temperatura entre el recolector y (d) Perfil de temperatura en la capa exterior
el empaque (base)

Fig. 3.9. Perfiles de temperatura en las distintas capas.



Carituro 4

Determinacion de perfiles de temperatura
en una celda de combustible

4.1. Introduccion

Una gran variedad de problemas de la industria estdn asociados a procesos de trans-
ferencia de calor, masa y energia (electroquimica por ejemplo). Su modelacién apela
a principios bésicos de balance, resultando modelos espacialmente distribuidos (EDPs)
no estacionarios. Debido a su complejidad, ain en casos simplificados se hace necesa-
rio, ademas de un estudio tedrico, simulaciones numéricas basadas en elementos finitos
(FEM), métodos de integrales de frontera (BEM) o inclusive métodos libres de mallas
(meshless) que permitan reducir la dimensién del problema. Entre tales problemas des-
tacan los de la generaciéon de energia de bajo costo; su resoluciéon involucra desde el
desarrollo de generadores de energia (e.g. un celda de combustible) hasta su manteni-
miento, pasando por su evaluacién de rendimiento.

En consecuencia, la necesidad de desarrollar implementaciones para la industria,
asi como en otras ramas de la ciencia, ha impulsado un tremendo crecimiento del campo
de los problemas inversos en poco menos de dos décadas, Vogel, C. R. [34]. En efecto,
con las amplias referencias en la literatura actual, Engl, H. W. et al. [13], Colton, D. et
al. [9], Ramm, A. G. [29], Bertero, M. et al. [6], principalmente en los llamados métodos
de regularizacion para la soluciéon de problemas mal planteados no lineales, se ha logrado
avances en su teoria. Conjuntamente con el desarrollo de las técnicas numéricas sofis-
ticadas para tratar los problemas directos, se ha logrado abordar y resolver problemas
inversos industriales con un nivel de alta complejidad.

Los problemas inversos se presentan siempre que uno busca las causas de efectos ob-

servados o deseados. Asi dos problemas se llaman inversos el uno al otro si la formulacién
de un problema implica la del otro. Estos dos problemas entonces se separan en un pro-

45
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blema directo e inverso. En primer instancia pareceria arbitrario cual de estos problemas
es nombrando directo y cual es el inverso. Usualmente, el problema directo es el proble-
ma que se plantea de manera clasica o habitual, el cual también es bien condicionado.
En consecuencia, la formulacién matematica de los problemas inversos resulta en mode-
los que son tipicamente mal condicionados en el sentido de Hadamard, Hadamard, J. [16].

En general, los problemas inversos se pueden dividir en dos clases:

1. Identificacion o reconstruccion, si se busca la causa dado un efecto observado.

2. Control o diseno, si se busca una posible causa dado un efecto deseado.

A continuacién enunciamos algunos ejemplos importantes de problemas inversos.

» Tomografia computarizada (Natterer, F. [26]), la cual involucra la reconstruccién
de una funcién, usualmente la distribucion de densidad, de valores de su integral de
linea. Es de gran importancia para implementaciones médicas y para técnicas de mo-
nitoreo no destructivas, Engl, H. W. [12].

» Dispersién inversa (Colton, D. et al. [9], Ramm, A. G. [29]) es el problema de
determinar las caracteristicas de un objeto (su forma, constitucién interna, etc.) de
datos de la medicién de la radiaciéon o de particulas dispersadas por el objeto. Este
es un caso especial de la reconstruccion de la geometria del objeto y esta relacionada
con la optimizacién de la geometria de su forma, Haslinger, J. et al. [18]. Es decir,
uno quiere construir la geometria de una forma de tal manera que el resultado es
la mejor “aproximacién”. En este tipo de problemas, la unicidad de la solucién es
la pregunta clave dado que uno requiere conocer si es posible determinar de manera
unica la forma (o un cualquier otra solucién, e. g. perfiles de temperatura, de otro
problema inverso) a partir de datos.

» Problemas inversos de conduccién del calor (Engl, H. W. et al. [13], Beck, J.
V. et al. [4]).

» Problemas inversos geofisicos (Engl, H. W. [12]) como los que determinan una
distribucién espacial variable de la densidad en la tierra a partir de medidas de la
gravedad.

» Problemas inversos en procesamiento de imagenes (Bertero, M. et al. [6]) co-
mo los de borrado y reduccién de ruido.
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= Identificacién de parametros en ecuaciones diferenciales parciales usando medi-
ciones de la solucién en el interior o en la frontera (Banks, H.T. et al. [1], Isakov,

V.[20])

Generalmente en implementaciones reales de los problemas inversos uno no posee
datos exactos sino datos perturbados con ruido debido a los errores en las mediciones
o también debido a las inexactitudes del propio modelo. Incluso si existe una pequena
desviacion en los datos exactos, los algoritmos propuestos para resolver el problema bien
planteado fallan. En consecuencia, los datos, asi como los errores por redondeo, pueden
ser “amplificados” por un factor arbitrariamente grande. Para superar estas dificultades,
uno tiene que hacer uso de los métodos de regularizacién.

En términos generales, los métodos de regularizacion reemplazan un problema mal
planteado por una familia de problemas bien planteados en cierta vecindad.

4.2. Problema de determinacion de perfiles de temperatura

Como ya se ha mencionado anteriormente, la energia eléctrica producida por una
celda de combustible va acompanada por una casi igual cantidad de energia térmica.
Por lo que es necesario para mantener su temperatura operacién en niveles seguros. En
efecto, sin una adecuada gestion térmica, su rendimiento 6ptimo no puede ser mantenido.

Con el fin de garantizar el correcto funcionamiento de las celdas de combustible, es
fundamental predecir la distribuciéon de temperatura en su interior. No obstante, la solu-
cién a dicho problema resulta generalmente dificil de determinar. Una de las soluciones
practicas al problema consiste en usar métodos destructivos en lo que se colocan direc-
tamente una serie de sensores de temperatura dentro de la celda.

Lamentablemente, en la realidad, los métodos destructivos provocan dafios a la es-
tructura de la celda de combustible. Ademads, perturban la dinamica de las reacciones
quimicas en su interior. Ante estas circunstancias, un método no destructivo que puede
ser aplicado de manera alternativa para determinar la temperatura interna de una celda
de combustible sin producir alteraciones en su operacién. En consecuencia, el problema
se reduce en aproximar la temperatura interna a partir de mediciones en su exterior.

En las siguientes secciones se abordaréd este problema introduciendo los conceptos
de problema directo y problema inverso asociado al problema de transferencia de calor
introducido en el capitulo anterior con el objetivo de proponer un método no destructivo
para encontrar una soluciéon al problema de determinacién del perfil de temperatura
interior en una celda de combustible.
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4.2.1. Espacios funcionales

En lo sucesivo @) denotard un dominio acotado de R". Si @, Q' son dos dominios del
espacio R™, la notacién Q' € @ significa que Q' C Q. Por L2(Q) denotamos el espacio
de funciones integrables en el sentido de Lebesgue tales que

/ |f|?dV < oc.
Q

Por C*(Q) denotamos a las funciones definidas en @ de clase C* y por C§(Q) al sub-
conjunto de funciones en C*(Q) cuyo soporte compacto estd contenido en Q.

Definicion 4.1. Sea o = (a1, a2, ..., a,) un vector de entradas enteras no negativas. De-
notemos por |a| = aq + ag + -+ + ap. Una funcion f* € La(Q) se llama la a—ésima

derivada generalizada de f € Ly(Q), si para cualquier funcion g(z) € C§(Q) tiene lugar
la destgualdad

[ r@prgte)in = (-0 [ @)
Q Q

Definicién 4.2. El espacio H*(Q) es el conjunto de funciones en Lo(£2), cuyas deriva-
das generalizadas hasta orden k inclusive pertenecen a L2(Q). Convenimos en denotar

H°(Q) = L2(Q).

Los espacios H*(Q) son espacios de Hilbert con la norma definida por el producto
escalar

En la formulaciéon débil del problema de contorno, haremos uso de los siguientes
resultados que se pueden consultar en la referencia [25].

Teorema 4.1. Supongamos que una superficie (n — 1)~dimensional S es de clase C o per-
tenece a Q', Q' € Q, o bien, en lugar de esto, sea S C Q y, complementariamente,
0Q € C*. Entonces toda funcion F(x) € H(Q) tiene en esta superficie una traza F|g,
perteneciente a La(S), y, ademds tiene lugar la desigualdad

Fsly05) < ClIF| m, () (4.1)
donde la constante C > 0 no depende de f.

Teorema 4.2. Si para k > 1 el contorno 0Q € C*, entonces para toda funcion f € C*(0Q)
existe la funcion F € C*(Q) que es una prolongacion de la funcion f(x) en Q, teniendo
lugar, en este caso, la desigualdad

[Fllcx gy < Cllfller o) (4.2)
donde la constante C > 0 no depende de f.
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Corolario 4.1. Si para k > 1 el contorno 0Q € C*, entonces para toda funcién f € C1(0Q)
existe la funcion F € HY(Q) que es una prolongacion de la funcion f(z) en Q, teniendo
lugar, en este caso, la desigualdad

1F|a1q) < ClIfller o0 (4.3)
donde la constante C > 0 no depende de f.

Demostracion. Del teorema anterior, existe una extensién F € C*(Q) y con mayor razén
F € H(0). Por definicién

1Pl = [ (VFP+1FP) av < mix (VF@P + 1F@P) [ av
0 ze n
< Cil|Fllermy < Cliflleroq)
]

Teorema 4.3. Si un conjunto de funciones es acotado en H*(Q), el conjunto de sus trazas
en la superficie (n — 1)-dimensional I" C @ es compacto en La(I).

4.2.2. Formulacion del problema directo

Con el fin de simplificar la presentacion del analisis del problema directo y el problema
inverso de determinacion de perfiles de temperatura, en esta seccién se estudiara el caso
bidimensional.

V=0 en £ con i=1,2 (4.4)

donde £2; y 25 son conjuntos abiertos en R?. Las condiciones contorno definidas para

este problema son:

%—Fau:@/} en 0f2
on

u=7f en 9N (4.5)

donde f € CH(962)), v € L2(9£29). Se supondra que o es continua en 92y U N9 U 012s.
En lo sucesivo, por simplicidad en la notacién, se supondré que o, ¥, f se extienden a 02
con las mismas hipdtesis (v. gr., o € C(00), ¥ € La(902), f € C1(0)). Esto se logra
modificando ligeramente las funciones o, ¥ y f en las esquinas de 920 y exténdiendola
como cero en el resto de 02.

Asimismo, suponga que las regiones discretas {2; determinan solo una interfaz (2;; (4.
e. la frontera comin entre dos regiones {2; y £2;) con condiciones de contorno descritas
como:
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ou
n +ou=1
095
o9 Eo;
u 1 ou ou : u
hathad 2 — 1 1. k— = —k; —— Lo---F el 2 — 7
an T 4 L Oniglg, T Onyi Qs E — ap T Y
o0; 1 E oo
1o

| 800

u=f

Fig. 4.1. Condiciones de frontera para el problema 4.4.

u‘QZ], = u‘ﬂjz+
. ou 7_j8u (4.6)
8nij N 6njz- n

ij— it
donde k; denota los coeficiente de conductividad térmica de cada regién §2;, n;; es la
normal exterior a {2;; desde (2;. Con §2;;_, £2;;_ se denotan los valores limite en (2; y {2;,

respectivamente. Véase figura 4.1.

Definicion de la solucion débil

Para motivar la definicién de la formulacién débil del problema de contorno (4.4),
(4.5), comenzaremos por suponer u € C2(2) y v € C1(£2) tal que v|89? = 0 (la suposicién
andloga cuando relajemos la hipétesis de que v € C1(£2), serfa que v sea terminal en 929,
es decir supp (v) N 3§2Y = (). Multiplicando (4.4) por v e integrando por partes en (27,
obtenemos:
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0—///k1vAudV //klv —dS — ///lﬁVv VudV

o

Sustituyendo explicitamente las fronteras,

0—//k1vdS—l—//klvdS+//k1UdS+//k1vdS ///lﬁVU VudV

007 8.Q+ 2029 08212

ou
Tomando la condicién de frontera I +ou = 1 y considerando n como la normal exterior
n

a_Ql.
0—//klv —ou dS—i-///ﬁU —ou dS+//k1vd5’

ANy ant 2029
//k‘lv —dS ///lev VudV
08212

Anslogamente para {25 y tomando n como la normal exterior a {25, tenemos

0—//kzgv —ou dS—i—//k:zv —ou dS+//kgvdS

202, o0f 829
//kgvdS ///kng VudV
08212

Sumando éstas dos identidades, obtenemos:

///kVu VudV+//k:v oud5’+//kv ~ou)ds

o0, ot
//klvdS—i-//kgv —ou dS—I—//UWS
08212

donde n denota la normal exterior a (21, y el término k:lg — kagy 9u o cancela debido a
las condiciones de frontera de (4.6).

Simplificando, obtenemos:
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2

Z ///va VudV+//kavudS+//kovudS +//k1vd8

092 00 o829
//kgavudS Z //kvwdSJr//kvwdS +//k2wds (4.7)
690 i=1 897 BQ+ QO

Motivados por lo anterior, definimos:

Definicion 4.3. La funcion u € H'(§2) es solucién débil del problema de contorno (4.4) si
la siguiente igualdad

///va VudV+//kavudS+//k‘avudS +//k1vd5

202; ot
//k:gavudS Z //kvwds+//kv¢ds +//k2m/)d5 (4.8)
0629 = \on- o0t 009

se cumple para todo v € H'(£2) terminal en 9129.

Pasemos ahora a demostrar la existencia de la solucién débil del problema de contorno
(4.4), (4.5), (4.6).

Con el fin de reducir la condicién de contorno u|yn0 = f a una condicién de contorno
1

homogénea, es necesario suponer que f € C! (9f2); con esta suposiciéon y de acuerdo al
Corolario 4.1 existe una extensién F de clase H!(2), que satisface la desigualdad (4.3).

Hagamos la sustitucion @ = u + F', la ecuacion (4.8) se transforma en

///szv VudV+//kavudS+//kavudS —}—//k‘ﬂ)dS’

o0, ont

//k:gavudS Z //kvz/;dSJr//kvwdS +//k2v¢ds //kgadeS

09023 o0}t 0023 0029
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2

B ///k:Vv VFdV+//kadeS+//kcerdS //klvds

=1 005 o0 0029

Aplicando la hipétesis de que v(x) es terminal en 927, obtenemos:

2
Z // k;Vuv - VudV—l—//k‘avudS—l—//k:avudS —I—/ koovudS

=1 005 o0 a9

///kvv VFdV+//kvw F)ds +//kzzauw F)dS. (4.9)

002, 0028

2

=1

Lema 4.1. El producto escalar {(v,w) en H'($2), definido como

///va deV+//kavwd5’+//kavwdS +//k‘20vwd5

o0; ot
(4.10)

establece una norma equivalente a la asociada al producto usual:
2
=> // vU.vwdv+///v.wdv .
i=1 £2; £2;

Demostracion. Sea el producto escalar (_,_) definido como en (4.10). Considere w €
H(£2), acotando superiormente la funcién continua o y las constantes ki, k2 entonces
existe C1 > 0 tal que,

w2, < ¢y // V|’ dv+//|wy ds+//yw| ds +/ wf? dS

20, oot 2029

Cl{// |Vw|2dV+// ywy?dv+/ des}

21 (22 on

Cl{// |Vw|2dV+// Vw2dv+wagL2(a_Q)} (4.11)
Ql 92



54 4 Determinacion de perfiles de temperatura en una celda de combustible

pero de acuerdo al Teorema 4.2), si la frontera 9¢2 es de clase C! (a trozos) entonces se
satisface que

lwlollLyo0) < Collwllm1(o)-

para cierta constante Co > 0 que no depende de w. Sustiyendo esta ltima desigualdad
n (4.11), se tiene

w2, < C // Vw|2dV+// Vw2 dV + lwlao)
(02 2o

< Csllwl gy

La desigualdad |lw||%, ) < Cyllw||2 -~ se muestra de manera similar (i.e. acotando infe-
riormente la funcién contlnua o y las constantes k1 y ko). O

Lema 4.2. La funcion l(v) definida como

(v ///va vmv+//m¢ FdS+//k:vz/) F)d

o0, ot
+//k20’1} (v — F)dS.

0029
es continua como funcién en H'(12).

Demostracion. Sea v € H'(§2), entonces acotando superiormente la funcién continua o
y las constantes ki, ko, existe una constante C7 > 0 tal que

()] < Cy // Vo] - ]VF]dVJr//M o — FdS+/ 0| [¢ — F|dS

00, ot

+/ |v| |y — F|dS

028

y de la desigualdad del triangulo,
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W) <Gy // Vol [VFIdV + [ [lollelas+ [[1ol1F1as + [ [1ul]olas

on; o0 Cloks

+//]v||F\dS +//\v[¢]d$+//!v||F\dS

Clox 9929 0029

Por la desigualdad de Schwartz,

1w < ( i w?+v2dv)2( i VF2+f2dV)2+i; [[weas
n 0 =

on;
1 1 1 1
2 2 2 2
/|¢|2ds + /]f\QdS + /|v|2dS /w?ds +
0027 o0, 052 o0t
1 1 1 1
2 2 2 2
//\f|2d5 + //m?ds //wds + //|f]2dS
ant 9028 2029 2029

Pero de acuerdo a (4.1) del Teorema 4.1,
[ wias < [[ wPds = lvlleaon < ol
0, , 825,009, 012
Por tanto,
()] < Co{lIFlar o) + ¥l Lo00) + 1 f Lo } 1010, (4.12)
O

En consecuencia, podemos establecer

Teorema 4.4. Sean f € C1(099) y ¢ € Lo(0629) entonces la solucion débil u € HY(£2) del

problema (4.4)-(4.6) existe y es unica.
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Demostracion. (Existencia) La ecuacién (4.9) se puede reescribir como
(v,a) = 1(v) (4.13)

donde {v,w) es un producto escalar en H'(£2) que define una norma equivalente a la
usual en H'(§2), de acuerdo al Lema 4.1. Asimismo, del lema 4.2, [(v) es un funcional
lineal en H'(£2). Por tanto, del Teorema de Representacién de Riesz, existe una tnica
funcion @ € H'(£2) tal que la ecuacién (4.13) se satisface para toda v € H'(£2) con la
propiedad de ser terminal en 9¢27. De (4.13) y la desigualdad (4.12) se sigue

all g12) < Co {IIF |l i) + 19l ao02) + 1 f |l La00) }

y como u =14 — F,

ull o) < Cs {IIF i) + 19l Lo00) + £l La00) } (4.14)

(Unicidad) Sean u y w soluciones de (4.13) con & = u+ F, w = w+ F donde sin pérdida
de generalidad hemos supuesto la misma extensién F € H'(£2) de f € C1(962)), luego

(v,u) =1(v), (v,w)=1(v) paratodov € HE(§2) terminal en 929,

luego
(v,u—w) =0.

Pero por ser (-,-) un producto escalar se sigue que 4 —w = 0 y por lo tanto v = w. 0O

4.2.3. Formulacion del problema directo y del problema inverso

Pasemos ahora a definir con precision el problema directo y el problema inverso

Definicion 4.4 (Problema Directo). Sean 1 € L2(029) y considere u € H'(£2) la solucion
débil del problema de contorno (4.4)-(4.6), con f € CY(0§29). Entonces el problema
directo estd definido por:

A: CH(002)) — La(8629), f € Ly(02)) — Uy -

Proposicion 4.1. Sea A el operador que define el problema directo. Entonces A es un ope-
rador compacto

Demostracion. Veamos que el operador que define el problema directo es la composicién
de un operador continuo con un operador compacto.



4.2 Problema de determinacion de perfiles de temperatura 57

Sean f € C*(9£2Y). También considere u € H'(£2) la solucién débil del problema de
contorno (4.4). El operador A se puede escribir como la composicién

A: feCH ) D ue HY(2) A5 g

donde u € H'(§2) es la tinica solucién al problema de contorno (4.4)-(4.6). De la de-
sigualdad (4.14), se tiene

lull < C{IFl o) + 10l La@0) + 1] La0) } -

pero de acuerdo al Corolario 4.1, desigualdad (4.3) y la obvia desigualdad || f]|z,a0) <
Hf”cfl(an?), se sigue que

lull < CL{IIW ]| Lo00) + Ifllcr@n) ) -

De esta tltima desigualdad se sigue que la aplicacién G: C1(9629) — H'(2) es continua.
Por otro lado, de la desigualdad (4.1) se sigue que la aplicacién

Tr:ue HY(2)— u|398

es continua y del Teorema 4.3 que es compacta. Por tanto, se concluye que el operador
A es compacto. O

Ahora que hemos definido el problema directo, podemos definir:
Definicion 4.5 (Problema Inverso). Sea i) € L2(029). El problema inverso consiste en: dado
g € La(0528) encontrar f € C1(062)) tal que
Af=y, cong:u|98.
Corolario 4.2. El problema inverso es un problema mal planteado.

Demostracion. Se sigue de que el operador que define al problema directo es un operador
compacto. 0O

4.2.4. Regularizacion del problema inverso

El método de regularizacién propuesto consiste en suponer a priori cierto tipo de
distribucién de temperatura en la interface de montaje del electrodo y la placa de carbon.
En este trabajo se asume que el perfil u(z,y,0) = T'(x,y) se aproxima con la expresién
polinomial:

T(x,y) =ao+ a1z +az 2z’ + a3y +asy®> + asxy. (4.15)
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donde ag, a1, ..., as son los coeficientes a determinar.

Suponer que la solucién tiene esta forma equivale a proyectar la solucién sobre un
espacio vectorial finito dimensional (v. gr. el espacio de polinomios en dos variables de
grado gr < 2). Véase Kirsch, A. [21].

Por lo que, los coeficientes indeterminados se optimizan iterativamente mediante la
minimizacién de la funcién objetivo:

J = ST (Tigwve —Tra)*. (4.16)
i(=1) j(=7)

donde T 7,7 son las mediciones en la cara exterior y 7; ; y. denota la solucién numérica
de la temperatura en el punto del mallado (i, j, Nz), véase figura 4.2 .

La minimizacién de J se logra usando el método del gradiente conjugado. Puesto
que las descripciones generales y otros detalles de este método estan disponibles en la
literatura relacionada al tema, Hanke, M. [17], Golub, G. et. al [15], se discutird sola-
mente brevemente la construccién de los gradientes conjugados para la regularizacion del
problema inverso.

4.2.5. Construccion de los gradientes conjugados

Basdndose en el esquema genérico de gradiente conjugado, Golub, G. et. al [15], la
actualizacién de las direcciones conjugadas quedan determinadas por

"t =a" - gim"t,  i=0,1,..., 5, (4.17)
para las direcciones de busqueda W?H, expresadas como una combinacién lineal del
vector modificado y la direccién del gradiente (Hanke, M. [17]), descritas por:

i1 0"
Bai

U

+v"m"coni=0,1, .., 5. (4.18)

Existen tres féormulas bien establecidas para el calculo de los coeficientes +;': Fletcher-
Reeves (Fletcher, R. [14]), Polak-Ribiere (Polak, E. et al. [28]), Hestenes-Stiefel (Hestenes,
M. R. et al. [19]). Por simplicidad de operaciones, se considera la férmula Fletcher-Reeves,

es decir:
n_ [ (0J/0a;)"
(@J/da;)" !

i =

2
] cont=0,1, ..., 5.
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Mediciones de Temperatura
en la cara exterior

17, 7

I

| T(x,y)=ao+az+ayx® +azy+asy’ +aszy Y

Fig. 4.2. Condiciones de frontera para el problema de estado estacionario propuesto.

Finalmente, el tamano de paso 3; con ¢ = 0, 1, ..., 5 queda descrito a la iteracién n + 1
sustituyendo 4.17 en 4.16

m n
JH = Z Z (Tijn=""" (a0 — Bomo™, oo sa5 — P ms™ 1) — TI:J)2'
i(=1)j(=J)

Aplicando una expansién en series de Taylor a la expresién anterior, tenemos

noJ ) 0T, jn- TN ’
g =3 <(Ti,j,Nzn —T1) - (50 WO"TJ’N + ..+ 55 7T5”82’N> + ) ;
i(=1)§(=J) ’ ’

la cual al derivar con respecto a J; e igualando a cero la expresion resultante, obtenemos
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n

> m AT ZaT n m
> |33 R0

=1 j=1 =17

M;.

. T 8ﬂ,j,Nzn
. ,j Nz I,J 8&? 5

conl=0,1, ..., 5.
(4.19)

Finalmente, el tamano de paso queda descrito resolviendo el sistema de ecuaciones
anterior para ; con 1 =0, 1, ..., 5.

Cabe notar que esta forma de minimizar la funcién objetivo conlleva inherentemente
el calculo de los términos 0T; j n-/0a;. Por ello, presentamos un método relativamente
sencillo para determinarlo.

0
Lema4.3. Si u(x,y,z) = 0(ao,...,as 2,y) entonces 5 con i = 0,...,5 satisface el
p
problema de estacionario 3.11. Ademds, este problema sé reescribe como:
00
V= =0, o, 4.20
a, en (4.20)

donde 2 = {(z,y,2) ER3: 0< 2z <N, 0<y <M, 0< 2z < L}. Las condiciones de
frontera asociadas al problema de estado estacionario son:

(a) En las caras exteriores:

g (060 00 ,
ian(aa):haai coni=0,...,5 (4.6a)

donde n es la normal para cada cara exterior.

(b) En el interfaz entre dos capas sélidas:

20, 00,4, .
9% _ 2%+ —1,... 4.
da; 0a; pare e (ob)
o (00 o (00 .
5 g <a> =k g <a> pore J= LA (169

donde j y j + 1 denotan dos capas contiguas.

Observacién: Por tanto, basta con resolver numéricamente el nuevo problema estacio-
0 T’i,j,Nz
aj

nario 4.20 para obtener
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4.2.6. Algoritmo del método de regularizacion

La finalidad de esta seccion es la de presentar un algoritmo del método de regulari-
zacién de forma accesible para una posterior implementacion computacional.

Algoritmo 4.1
Dado TI, J obtener el ajuste éptimo para los coeficientes a; con ¢ =0, 1,..., 5.
1. Seleccionar la aproximacién inicial de a;° coni =0, 1,..., 5.

2. Resolver numéricamente el problema de estado estacionario con
Uy = aoo +a10x+a20x2 +a30y+a40y2 +a50:1:y.

3. Extraer T; jy, coni=1,...,.NXyj=1,...,NY.

4. Calcular B
= 0 T’z i, Nz
T 7]7 .
aal Z(z; Z ’L]NZ I,J) 8@1
5. Mientras ||=—|| > tol., hacer:
aj

a) Minimizar

J = Z Z PNz — TI,J)Z-

i(=I) j(=J)

T. .
1) Calcular OTijN= conl=0,1,...,5 mediante el Lema 4.3

oa;

2) Calcular los coeficientes

a;

3) Calcular las direcciones de biisqueda

8CLZ‘

e +v"m"coni=0,1, .., 5.

4) Calcular los tamafios de paso 3; resolviendo el sistema de ecuaciones 4.19.
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b) Actualiza los coeficientes a; con i =0, 1,..., 5 usando
n+1l __ n n+1 .
a; =a;" —Gm"", 1=0,1,...,5.

¢) Resolver numéricamente el problema de estado estacionario con

1

up = a0n+1 + a1n+ x4 a2n+1 1‘2 + a3n+1y + a4n+1 y2 + a5n+1 zy.

6. Imprime a; con¢=20,1,..., 5.

4.2.7. Experimentos numéricos

En esta seccién, usamos el algoritmo 4.1 para estimar tres perfiles distintos de tem-
peratura con cuatro tipos distintos de solucién exacta 6(z,y). Para cada uno de los
experimentos numéricos, escogimos un mallado de 41 x 41 x 35 con una condicién de pa-
ro del procedimiento iterativo de tol = 1075, Asimismo, los datos sintéticos se generaron
con una perturbacién o usando la funcién 6(x, y). Para los distintos perfiles se obtuvieron
diferentes aproximaciones a los coeficientes a; (con i =0,...,5).

Ejemplo 4.1

0(z,y) =80+ 10x — 80x2 + 20y — 80y2 — 5y

Tabla 4.1.

o =0.0 oc=0.1 o=0.5 c=1.0
ao 80.0000 79.8776 79.7583 79.7128
ai 10.0000 9.9724 9.9768 9.9436
az —80.0000 —78.5341 —78.3682 —81.1442
as 20.0000 20.1303 19.9256 19.2377
aq —80.0000 —81.0541 —72.3711 —80.5173
as —5.0000 —5.0006 —5.1789 —4.9172
res. 1.9398e — 05 1.9429e — 05 1.9537¢ — 05 1.9691e — 05
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Ejemplo 4.2
0(x,y) = 87 + 26z — 952° + 14y — 93y — Txy
Tabla 4.2.

oc=20.0 oc=20.1 oc=0.>5 oc=1.0

ag 87.0000 86.6804 85.28173 83.5707
ai 26.0000 27.17086 27.7471 37.5311
as —95.0000 —96.0758 —96.2968 —105.4727
as 14.0000 16.1728 16.9256 24.8637
aq —93.0000 —93.0763 —95.3959 —103.1254
as —17.0000 —6.9888 —17.0426 —7.1376
res. 1.0629¢ — 05 1.0638e — 05 1.0646e — 05 1.0659¢ — 05

Ejemplo 4.3
0(z,y) = 100 + 10z — 3022 — 10y + 30y — 15zy
Tabla 4.3.

c=0 oc=0.1 =05 c=1.0

ag 100.0000 99.6838 98.2704 96.1820
a 10.0000 12.0721 20.4707 31.6146
as —30.0000 —31.0353 —35.0840 —40.4541
as —10.0000 —7.7689 0.6945 11.6723
ay 30.0000 28.8853 24.8133 19.5173
as —15.0000 —14.9590 —15.0344 —15.1883
res. 1.1184e — 05 1.1267¢ — 05 1.1371e — 05 1.1492¢ — 05

63
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Ejemplo 4.4
0(z,y) = 20 4 15z + 4022 — 10y + 30y — 252y
Tabla 4.4.

c=0 c=0.1 o=0.5 c=1.0
ap 20.0000 19.6433 18.2271 16.5704
a1 15.0000 17.1863 25.5120 36.0474
asz 40.0000 38.9246 34.8929 29.7500
as —10.0000 —7.7970 0.6738 11.5310
aq 30.0000 28.9221 24.8242 19.5181
as —25.0000 —24.9929 —25.0337 —25.1498
res. 1.4211e — 05 1.4391e — 05 1.4418e — 05 1.4621e — 05




4.2 Problema de determinacion de perfiles de temperatura 65

T['C) — y=0105{ golyeign —— ¥y=01050 e — y=0105] §oucion —— ¥ =0.105

E o=0.1
g2 x=0105 Exacta 105 g2,  — x=0105| Bxacta 0105

0. 0.05 0.1 0.15 0.2

x[m] 6 y[m]
(b)
e — ¥=0105  soteien - ¥y=01050 T[] V=010 Sotcign —— ¥=0405(
g2.-  — x=0.105 Bxacta 05 8. x=o0105 Bxacta 105

Fig. 4.3. Efectos experimentales sobre la exactitud de la prediccién de la temperatura para el ejemplo 4.1.
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T[C) T[°C]
90.- — y=0105 gopucign —— y=0105 90.- — ¥=0105| Soucign —— ¥y=0105( .
_ x=0.105] Bxacta o _ 105 _ x=o0.105] Bxacta . _ 105
89.5 89.5
89.+
88.5
88.1
87.5
o7, ‘ ‘ ‘ ‘ 67, ‘ ‘ ‘ ‘
0. 0.05 0.1 0.15 0.2 0. 0.05 0.1 0.15 0.2
x[m] 6 y[m] x[m] 6 y[m]
(b) (c)
T[C) T[°C]
9. — y=0105] gonuign - y=0105[ o — y=0105| goeign —— y=0105
_ x=0.105] Bxacta o _ 0105 _ x=0.105] Bxacta o _ 105
89.5 89.5
//
89.1 e
7/
/
/7
8850 /
/
/
/
88
Y
87.51/
o7, ‘ ‘ ‘ ‘
0. 0.05 0.1 0.15 0.2

X[m] & y[m]

(¢)

Fig. 4.4. Efectos experimentales sobre la exactitud de la prediccién de la temperatura para el ejemplo 4.2.



4.2 Problema de determinacion de perfiles de temperatura

T[°C]
101. — y=0105| golycign —— ¥ =0.105 o= 0.0
— x=0105] Bxacta 105
100.5
100.
99.5
99. I I I )
0. 0.05 0.1 0.15 0.2
x[m] & y[m]
(b)
T[°C]
101. - — y=0105| golycign —— v =0.105 =05
— x=o0105] Bxacta o _g105

100.5

100.

99.5

99,
0.

T[]

101.

100.5

100.

99.5

— ¥y=0105| gojyeign —— ¥ =0.105
Exact o=0.1
— x=0.105] “Xd - x —0.105

99. | I I )
0. 0.05 0.1 0.15 0.2
x[m] & y[m]
(c)
T[°C]
101. - — y=0105| golucign —— ¥ =0.105 =10
— x=o0.105] Bxacta o _ 105

100.5

100.

99.5

99.
0.
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Fig. 4.5. Efectos experimentales sobre la exactitud de la prediccién de la temperatura para el ejemplo 4.3.
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T[°C) T[°C]
24, — y=0.105| Sopcign —— ¥=0.105 24 — y=0.105| Sopucign —— ¥=0.105
Exact. o=0.0 E o=0.1
— x=o0105] Bxacta 1 _ 0105 — x=o0105] Bxacta o _ 0105
23 23
22 22
21 21
20 20
19+ 19
18 L I L ) 18 L I I )
0.05 0.1 0.15 0.2 0.05 0.1 0.15 0.2
x[m] & y[m] x[m] 6 y[m]

T[] T[°C]
241 o y=0105| goeign —— ¥ =010 o 241 o y=0105| goeign —— ¥ =010 0
o=0. o=U.
o3l — x=0105] Pxacta __ v _ 105 — x=0105] Pxacta __ 0105
23
22
21
20
18} 19
0. 0.65 O;1 0.‘15 0‘.2 180. 0.65 011 0.‘15 0.‘2
x[m] 6 y[m] X[m] 6 y[m]

(d) ()

Fig. 4.6. Efectos experimentales sobre la exactitud de la prediccién de la temperatura para el ejemplo 4.4.
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Conclusiones y Perspectivas

A lo largo de este trabajo hemos planteado un panorama general en la descripcion
de la tecnologia de celdas de combustible. Si bien esta tecnologia se vislumbra como
una alternativa dentro de la vasta coleccion de tecnologias alternativas de generacién de
energia (e. g. energia solar, edlica, hidraulica, mareomotriz o geotérmica), atin su precio
de manufactura para aplicaciones comerciales resulta elevado en comparacién con otras
de extraccién de energia no renovable. Como consecuencia, su modelado y simulacién se
utilizan extensivamente como herramientas en instituciones e industria de investigacion
a través del mundo con el Unico fin de reducir su costo de produccién.

El reciente auge que han tenido las celdas de combustible, se traduce en trabajos
que han abordado especificamente el modelado matematico de las llamadas celdas de
combustible de membrana de intercambio de protones, PEMFC. La mayoria de éstos,
desarrollados a principio y mediados de la década de los 90, presentan escenarios unidi-
mensionales simplificados (1-D). Tal suposicién reduce las ecuaciones gobernantes a una
forma sencilla en la que se pueden implementar técnicas analiticas o bien numéricas para
obtener una solucion.

Dado que estos modelos son la base para un modelado bidimensional o tridimensio-
nal, su aporte al desarrollo de resultados significativos es de suma importancia. Si bien,
los modelos unidimensionales predicen adecuadamente el rendimiento de una celda en
regimenes limitados, éstos no lo hacen cuando se consideran regimenes de operacién con
densidades de corriente reales o considerando fenémenos complejos de transporte de ma-
sa (la informacién sobre el efecto de la geometria sobre el transporte total se ignora).
En consecuencia, para entender el efecto en el transporte total en el funcionamiento de
la celda de combustible, un modelado bidimensional (o tridimensional), es imprescindible.

69
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Basado en esta premisa, el modelado tridimensional fue adoptado hacia finales de
los anos noventa y principios del nuevo milenio. En varios de estos trabajos, versiones
de variada complejidad de las ecuaciones gobernantes (presentadas en el capitulo dos)
fueron resueltas utilizando distintos métodos computacionales.

Sin embargo, atin con los beneficios que un modelado tridimensional puede presentar,
muchas de las preguntas sobre el rendimiento siguen sin una respuesta totalmente con-
vincente. No se sabe con certeza cémo afecta el calor generado en el rendimiento de la
celda o cudl es la mejor forma de manejar los efectos del calor generado por la reaccién
quimica. Los resultados que se tienen, apuntan a un estudio detallado del flujo de calor.

Por tal razon, la implementacion de modelos de estado estacionario han sido los
primeros candidatos para representar una aproximacion al flujo de calor en celdas de
combustible. En efecto, la hipétesis de considerar un sistema que no varie con el tiempo
tiene sustento en el hecho de que al dejar pasar un tiempo razonable, tenderd a su estado
estacionario.

En el capitulo tres se mostraron dos modelos para representar el flujo de calor. El
primero exhibe una aproximacién del flujo de calor mas real al considerar una fuente
interna de generacion de calor; mientras que el segundo, no. Dado que el propédsito de
este trabajo es abordar el problema reconstruccién de frontera y su regulacion, se tomé el
modelo mas sencillo que describe la transferencia de calor en un medio de varias capas
con capacidades térmicas distintas.

Para este fin, se desarrolla un resolvedor numérico al problema directo de transferen-
cia de calor. Este aproximard la solucién al sistema de ecuaciones algebraicas obtenidas
al aplicar el método de diferencias finitas a la ecuacién que describe el modelo usando el
método de sobre relajacién (SOR). De la literatura en dlgebra computacional y andlisis
numérico es sabido que los métodos iterativos presentan mejores rendimientos en pro-
blemas tridimensionales. Por ello y acusando a la simplicidad del algoritmo, se opté en
implementar dicho método.

En consecuencia, al aplicar el resolvedor a los datos de la tabla 3.2, se obtuvieron
resultados que sugieren que la mayor temperatura se localiza justamente entre la placa
de carbén y la placa de cobre (justamente en el final del montaje del electrodo), lo cual
es consistente con resultados experimentales, Barbir, F. [2]. Cabe notar que los datos
empleados provienen de un problema real. Por lo que, sus implicaciones pueden ser de
relevancia a la hora de considerar nuevos materiales con el fin de mejorar el rendimiento
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de la celda.

No obstante, el mejoramiento del diseno y de los materiales que constituyen una celda
de combustible PEM, no elimina la necesidad de llevar un seguimiento de su temperatura
interna. Por lo que, uno de los problemas més importantes que consideran los disenadores
de celdas de combustible es el de poder estimar el perfil de temperatura en las distintas
capas que componen una celda de combustible. En este trabajo, abordamos un método
basado en las técnicas de regularizacién de un problema inverso.

La ventaja principal de este método es la de no producir ningun efecto destructivo
sobre la estructura de la celda combustible. Sus principales caracteristicas se resumen a
continuacién:

1. Se asume que el perfil de temperatura T'(z, y) se aproxima con la expresién polinomial:
T(x,y) =ao+ a1z +azx” +asy + asy* + as v y.

2. Se minimiza la funcién objetivo:

m

n
= Z Z J,Nz — T’LJ)2

i(=1) §(=J)

donde TI’ s son las mediciones en la cara exterior y T; j n. denota la solucién numérica
de la temperatura en el punto del mallado (7, j, Nz).

3. La minimizacién de J se logra usando el método del gradiente conjugado. Basandose
en el esquema
ain+1 :ain_ﬁiﬂ—in—‘rl, Z:07 11"'7 5>

para las direcciones de busqueda W?—H, expresadas como una combinacién lineal del

vector modificado y la direccién del gradiente, descritas por:
aJ"
7Tin+1 —
da;

4. Finalmente, el tamano de paso (; con ¢ = 0, 1, ..., 5 queda descrito resolviendo el
siguiente sistema de ecuaciones:

+7"m" coni=0,1, ..., 5.

i OT!. N, 0T m oz _ o1
Zﬁkﬂ-k ZZ ’LJNZ l;sz :ZZ[< 4,5,Nz — ],J (.;;ilNZ)]’

i=1 j=1 i=1 j=1
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Con el fin de investigar los efectos en las soluciones obtenidas con el método propuesto,
se mostraron tres casos con distintas formas de solucién exacta. Gracias a los resultados
obtenidos nos damos cuenta que la incertidumbre de los datos experimentales (o ruido
en la mediciones) juegan un papel preponderante en la prediccién de las soluciones. A
pesar de ello, el método resulta eficiente al ajustar los datos generados sintéticamente con
funciones polinomiales de segundo orden, figuras 4.3 y 4.5. Sin embargo, es de esperar
que para datos sintéticos generados con funciones polinomiales de ordenes superiores, las
aproximaciones estén alejadas de la solucién real (datos generados de forma exacta).

Perspectivas
Las perspectivas que se infieren de este trabajo son:

= mejorar el desempeno de resolvedor al problema directo propuesto usando otros méto-
dos numéricos de mayor eficacia y rapidez,

» abordar el problema inverso implementando otra técnica de regularizacién (e. g. re-
gularizacién de Tikonov),

= 0 bien, suponer a priori una expansién polinomial méds compleja para un perfil de
temperatura dado.
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